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Champ electrostatique 

Cree par une particule: 

E(M) = - i —^u 
4jre r 

Cree par n charges ponctuelles: 



E(M) = Y-± 

4-t Air. 



t=\ 4jT£ r t 
Cree par une distribution continue: 

E(M) = CdE(M) avec dl(M) = 

Distributions de charges : 

lineique : dq = A dl 

surfacique : dq = o d 2 S 

volumique : dq = p d 3 V 



Potentiel electrostatique 

Cree par une charge ponctuelle 

y (M) = J_£ + Vo 

4jte r 

Cree par n charges ponctuelles 



1 dq - 



Ajie Q r 






V(M) = 2 



1 



-i 4jT£ r t 



+ V n 



Cree par une distribution continue 

v(M) = f- i -^- + y 



Conducteurs en equilibre 

Champ a proximite (Th de Coulomb) : 

c = — n 

Capacite d'un conducteur isole : 

C = ^ ou Q= JTcrd 2 S 

Surface 

Coefficients d' influence (n conducteurs) 

Q = yC.V. avec C^C, 
j'-i 
Capacite d'un condensateur 

C = — ou [/ = V, - y 2 



Proprietes fondamentales 

Flux (Th. de Gauss) : 

a. 



-JSF 



<D = <ff £ • rfS = 



Circulation 



V( A) - V(fl) = f £ • d/ (I = -grad v) 



Energie potentielle electrostatique 

D'une charge ponctuelle : 
W e = qV 

D'un conducteur isole : 

1 1 , 

W=-QV = -CV 2 

e 2 2 

D'un systeme de n conducteurs : 

1=1 z 



Force electrostatique 

Sur une particule chargee (Coulomb) 

F = qE 
Sur un conducteur en equilibre 

F =JJd Y F =CJaEZ t d 2 S=ffPd 2 Sn 

s s s 

Expression via l'energie (condensateur) 

U 7 



F = - grad W\ = — grad C 



Dipole electrostatique 

Moment dipolaire electrique : 

p = qd 
Potentiel a grande distance : 

V(M) = -*— ^ 
4tt£ p 

Energie electrostatique 

Force et moment electrostatiques 
F = gradyp ■ E ext J et f = p a £ e 



Electrocinetique 



Densite de courant 



Courant 



•---$P" ls 



dt 



Scclion 



Loi d 'Ohm locale 

j = y E (y conductivity, r\ = \ly resistivite) 

Resistance d'un conducteur 

B 

Ce-Zi 

R= V a~Vb_ { 



1 JJy 



E-d 2 S 



Force electromotrice (fern) entre A et B 



e = j--dl = fE m -dl 



Bilan de puissance d'une portion de circuit 



A 



-Aa/v^ 



o 



B 



U = V A -V B =RI-e 

P = UI, puissance disponible entre A et B 
P, = RI 2 , puissance dissipee par effet Joule 
P = el, puissance fournie (generateur si e > 0) 
ou consommee (recepteur si e < 0) 



Lois de conservation 
• Loi des nceuds 

yi -yi 

/ j entrants / A S( 



Loi des mailles 

2(R k I k -e k ) = 



k=\ 



Chapitre I- Le champ electrostatique 



1.1- Notions generates 



1.1.1- Phenomenes electrostatiques : notion de charge electrique 

Quiconque a deja vecu l'experience desagreable d'une « decharge electrique » lors d'un 
contact avec un corps etranger connait un effet electrostatique. Une autre manifestation de 
l'electricite statique consiste en l'attraction de petits corps legers (bouts de papier par ex.) 
avec des corps frottes (regies, pour continuer sur le meme ex.). Ce type de phenomene est 
meme rapporte par Thales de Milet, aux alentours de 600 av. J.-C. : il avait observe 
l'attraction de brindilles de paille par de l'ambre jaune frotte... Le mot electricite, qu designe 
l'ensemble de ces manifestations, provient de « elektron », qui signifie ambre en grec. 

L'etude des phenomenes electriques s'est continuee jusqu'au XlXeme siecle, ou s'est 
elaboree la theorie unifiee des phenomenes electriques et magnetiques, appelee 
electromagnetisme. C'est a cette epoque que le mot « statique » est apparu pour designer les 
phenomenes faisant l'objet de ce cours. Nous verrons plus loin, lors du cours sur le champ 
magnetique, pourquoi il en est ainsi. On se contentera pour l'instant de prendre l'habitude de 
parler de phenomenes electrostatiques . 

Pour les mettre en evidence et pour apporter une interpretation coherente, regardons deux 
experiences simples. 

Experience 1 : 

Prenons une boule (faite de sureau ou de polystyrene, par ex.) et suspendons-la par un fil. 

Ensuite on approche une tige, de verre ou d'ambre, apres l'avoir frottee prealablement : les 

deux tiges attirent la boule. 

Par contre, si Ton approche simultanement les deux tiges cote a cote, rien ne se passe. 




Verre ou Ambre 




Verre 
Ambre 



Tout se passe done comme si chacune des tiges etait, depuis son frottement, porteuse 
d'electricite, mais que celle-ci pouvait se manifester en deux etats contraires (car capables 
d'annuler les effets de l'autre). On a ainsi qualifie arbitrairement de positive l'electricite 
contenue dans le verre (frotte avec de la soie), et de negative celle portee par l'ambre (idem, 
ou encore du plastique frotte avec de la fourrure). 



Experience 2 : 

Prenons maintenant deux boules A et B, prealab lenient mises en contact avec une tige frottee 
(elles sont « electrisees »), et suspendons-les cote a cote. Si elles ont ete mises en contact 
toutes deux avec une tige de meme materiau, elles se repoussent. 



Vewe 



Ambre 



e m^ M^. Amore 




Vewe 







ob 



B 



Par contre, si elles ont ete mises en contact avec des tiges de materiau different (ex. A avec du 
verre frotte et B avec de l'ambre frotte), alors elles s'attirent. Si, du fait de leur attraction, 
elles viennent a se toucher, on observe qu'elles perdent alors toute electrisation : elles 
prennent une position d'equilibre vis-a-vis du leur poids. 

Cette experience est assez riche. On peut tout d'abord en conclure que deux corps portant une 
electricite de meme nature (soit positive, soit negative) se repoussent, tandis qu'ils s'attirent 
s'ils portent des electricites contraires. 

Mais cette experience nous montre egalement que cette electricite est capable, non seulement 
d'agir a distance (repulsion ou attraction), mais egalement de se deplacer d'un corps a un 
autre. Mais alors qu'est-ce qui se deplace ? 

Si Ton suspend les boules a une balance, meme tres precise, nous sommes incapables de 
detecter la moindre variation de poids entre le debut de 1' experience et le moment ou elles 
sont electrisees. Pourtant, le fait qu'il soit necessaire qu'il y ait un contact entre deux 
materiaux pour que l'electricite puisse passer de l'un a l'autre, semble indiquer que cette 
electricite est portee par de la matiere. 

On explique l'ensemble des effets d'electricite statique par l'existence, au sein de la matiere, 
de particules portant une charge electrique q, positive ou negative, et libres de se deplacer. 
C'est Robert A. Millikan qui a verifie pour la premiere fois en 1909, grace a une experience 
mettant en jeu des gouttes d'huile, le fait que toute charge electrique Q est quantified, c'est a 
dire qu'elle existe seulement sous forme de multiples d'une charge elementaire e, indivisible 
(Q=Ne). La particule portant cette charge elementaire est appelee l'electron. 



Dans le systeme d'unites international, l'unite de la charge electrique est le Coulomb 
(symbole C). Des phenomenes d'electricite statique mettent en jeu des nanocoulombs (nC) 
voire des microcoulombs ip-C), tandis que Ton peut rencontrer des charges de l'ordre du 
Coulomb en electrocinetique. 



L'ensemble des experiences de la physique (et en particulier celles decrites plus haut) ne 
peuvent s'expliquer que si la charge electrique elementaire est un invariant : on ne peut ni la 
detruire ni l'engendrer, et ceci est valable quel que soit le referentiel. C'est ce que Ton decrit 
par la notion d'invariance relativiste de la charge electrique. 



1.1 .2- Structure de la matiere 

La vision moderne de la matiere decrit celle-ci comme etant constitute d'atomes. Ceux-ci 
sont eux-memes constitues d'un noyau (decouvert en 1911 par Rutherford) autour duquel 
« gravite » une sorte de nuage compose d'electrons et portant l'essentiel de la masse. Ces 
electrons se repoussent les uns les autres mais restent confines autour du noyau car celui-ci 
possede une charge electrique positive qui les attire. On attribue cette charge positive a des 
particules appelees protons. Cependant, le noyau atomique ne pourrait rester stable s'il n'etait 
compose que de protons : ceux-ci ont en effet tendance a se repousser mutuellement. II existe 
done une autre sorte de particules, les neutrons (decouverts en 1932 par Chadwick) portant 
une charge electrique nulle. Les particules constituant le noyau atomique sont appelees les 
nucleons. 

Dans le tableau de Mendeleev tout element chimique X est represente par la notation *X. Le 
nombre A est appele le nombre de masse : c'est le nombre total de nucleons (protons et 
neutrons). Le nombre Z est appele le nombre atomique et est le nombre total de protons 
constituant le noyau. La charge electrique nucleaire totale est done Q=+Ze, le cortege 
electronique possedant alors une charge totale Q=-Ze, assurant ainsi la neutralite electrique 
d'un atome. 

Exemple : le Carbone X \C possede 12 nucleons, dont 6 protons (done 6 electrons) et 6 
neutrons, le Cuivre ^Cu 63 nucleons dont 29 protons (done 29 electrons) et 34 neutrons. 



64, 

i i urine 
34 : c'est ce qu'on appelle un isotope. 



L'atome de cuivre existe aussi sous la forme 29 Cu, c'est a dire avec 35 neutrons au lieu de 



Valeurs des charges electriques et des masses des constituants atomiques dans le Systeme 
International : 

Electron: q e =-e = -1.602 10 19 C m e =9.109 10 31 kg 

Proton : q p = +e = 1 .602 10 19 C m p = 1 .672 10 27 kg 

Neutron : q n = C m n = 1 .674 10 27 kg 



Comme on peut le remarquer, meme une charge de l'ordre du Coulomb (ce qui est enorme), 
correspondant a environ 10 18 electrons, ne produit qu'un accroissement de poids de l'ordre de 
10~ 12 kg : c'est effectivement imperceptible. 

Si les electrons sont bien des particules quasi-ponctuelles, les neutrons et les protons en 
revanche ont une taille non nulle (inferieure a 10~ 15 m). II s'avere qu'ils sont eux-memes 
constitues de quarks, qui sont aujourd'hui, avec les electrons, les vraies briques elementaires 
de la matiere. Les protons ainsi que les neutrons forment ainsi une classe de particules appelee 
les baryons. 

A l'heure actuelle, l'univers (ou plutot l'ensemble reconnu de ses manifestations) est 
descriptible a l'aide de quatre forces fondamentales : 



1) La force nucleaire faible, responsable de la cohesion des baryons (quarks -quarks); 

2) La force nucleaire forte, responsable de la cohesion du noyau (protons-neutrons) ; 

3) La force electromagnetique, responsable de la cohesion de l'atome (electrons-nucleons) ; 

4) La force gravitationnelle, responsable de la structure a grande echelle de l'univers 
(cohesion des corps astrophysiques, cohesion des systemes planetaires, des galaxies, des 
amas galactiques, moteur de la cosmologie). 



1.1 .3- Les divers etats de la matiere 

La cohesion de la matiere est due a l'interaction entre ses constituants, interaction mettant en 
jeu une energie de liaison. Or, chaque constituant (atome ou molecule) possede lui-meme de 
l'energie cinetique liee a sa temperature (energie d'agitation thermique). La rigidite d'un etat 
particulier de la matiere depend done de l'importance relative de ces deux energies (cinetique 
et liaison). 

Si Ton prend un gaz constitue d'atomes (ou de molecules) neutres, alors l'interaction entre 
deux constituants est assez faible : elle ne se produit que lorsqu'ils sont assez proches pour 
qu'il y ait repulsion entre les electrons peripheriques. Ainsi, chaque atome est relativement 
libre de se deplacer dans l'espace, au gre des « collisions » avec d'autres atomes. 

Si Ton refroidit ce gaz, certaines liaisons electrostatiques qui etaient negligeables auparavant 
peuvent devenir operantes et Ton obtient alors un liquide . Si Ton chauffe ce gaz, de l'energie 
est fournie a ses constituants, les molecules se brisent et, si Ton continue a chauffer, on peut 
meme liberer un ou plusieurs electrons peripheriques des atomes, produisant ainsi un gaz 
d'ions ou plasma . 

Dans un solide au contraire, les liaisons entre chaque atome sont beaucoup plus fortes et les 
atomes ne bougent quasiment pas, formant un cristal. La force de cette cohesion depend 
beaucoup d'un solide a l'autre. Ainsi, elle est tres puissante si les atomes mettent en commun 
leur cortege electronique (liaison covalente comme pour le diamant et liaison metallique, 
comme pour le Cuivre) et beaucoup plus faible si les corteges electroniques de chaque atome 
restent intouches (liaison ionique, comme pour le sel). 

Enfin, la matiere molle (caoutchouc, plastiques, textiles, mousses) possede une hierarchie du 
point de vue de sa cohesion : elle est constitute d'elements « solides » (macromolecules liees 
par des liaisons covalentes) interagissant entre eux par des liaisons ioniques (electrostatiques). 



1.1 .4- Materiaux isolants et materiaux conducteurs 

Un materiau est ainsi constitue d'un grand nombre de charges electriques, mais celles-ci sont 
toutes compensees (meme nombre d'electrons et de protons). Aux temperatures usuelles, la 
matiere est electriquement neutre. En consequence, lorsque des effets d'electricite statique se 
produisent, cela signifie qu'il y a eu un deplacement de charges, d'un materiau vers un autre : 
e'est ce que Ton appelle 1' electrisation d'un corps. Ce sont ces charges, en exces ou en 
manque, en tout cas non compensees, qui sont responsables des effets electriques sur ce corps 
(ex : baguette frottee). 



Un materiau est dit conducteur parfait si, lorsqu'il devient electrise, les porteurs de charge 
non compenses peuvent se deplacer librement dans tout le volume occupe par le materiau. 

Ce sera un isolant (ou dielectrique) parfait si les porteurs de charge non compenses ne 
peuvent se deplacer librement et restent localises a l'endroit ou ils ont ete deposes. 

Un materiau quelconque se situe evidemment quelque part entre ces deux etats extremes. 
Cette propriete de conduction de l'electricite sera abordee plus loin, dans le Chapitre sur 
1 ' elec trocinetique . 

Refaisons une experience d'electricite statique : prenons une baguette metallique par la main 
et frottons-la avec un chiffon. Cela ne marchera pas, la baguette ne sera pas electrisee. 
Pourquoi ? Etant nous-memes d'assez bons conducteurs, les charges electriques arrachees au 
chiffon et transferees a la baguette sont ensuite transferees sur nous et Ton ne verra plus 
d'effet electrique particulier au niveau de la baguette. Pour que cette experience marche, il est 
necessaire d'isoler electriquement la baguette (en la tenant avec un materiau dielectrique). 



1.2- Force et champ electrostatiques 

1.2.1- La force de Coulomb 

Charles Auguste de Coulomb (1736-1806) a effectue une serie de mesures (a l'aide d'une 
balance de torsion) qui lui ont permis de determiner avec un certain degre de precision les 
proprietes de la force electrostatique exercee par une charge ponctuelle q l sur une autre 
charge ponctuelle q 2 : 

1) La force est radiale, c'est a dire dirigee selon la droite qui joint les deux charges ; 

2) Elle est proportionnelle au produit des charges : attractive si elles sont de signe oppose, 
repulsive sinon ; 

3) Enfin, elle varie comme l'inverse du carre de la distance entre les deux charges. 

L'expression mathematique moderne de la force de Coulomb et traduisant les proprietes ci- 
dessus est la suivante 



M/2 - , 2 U 

4jis r 



ou la constante multiplicative vaut K = » 9 10 9 SI (N m 2 C 2 ) . La constante e joue un 

4jie 

role particulier et est appelee la permittivite electrique du vide (unites : Farad/m). 

q 2 



r=M 1 M 2 



Remarques : 

1 ) Cette expression n'est valable que pour des charges immobiles (approximation de 
l'electrostatique) et dans le vide . Cette loi est la base meme de toute l'electrostatique. 

2) Cette force obeit au principe d'Action et de Reaction de la mecanique classique. 

3) A part la valeur numerique de la constante K, cette loi a exactement les memes proprietes 
vectorielles que la force de la gravitation (loi de Newton). II ne sera done pas etonnant de 
trouver des similitudes entre ces deux lois. 



Ordres de grandeur 

* Quel est le rapport entre la force d' attraction gravitationnelle et la repulsion coulombienne 
entre deux electrons ? 



F 
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La force electrostatique apparait done dominante vis-a-vis de l'attraction gravitationnelle. 
Cela implique done que tous les corps celestes sont exactement electriquement neutres. 
Quelle est la force de repulsion coulombienne entre deux charges de 1 C situees a 1 km ? 



Fe 
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1 1 



~10 3 kg 



8 *™ (10 3 ) 10 
C'est une force equivalente au poids exerce par une tonne ! 



1.2.2- Champ electrostatique cree par une charge ponctuelle 

Soit une charge q 1 situee en un point O de l'espace, exercant une force electrostatique sur une 
autre charge q 2 situee en un point M. L'expression de cette force est donnee par la loi de 
Coulomb ci-dessus. Mais comme pour l'attraction gravitationnelle, on peut la mettre sous une 
forme plus interessante, 

F1/2 = q 2 ~E v (M) 
ou 

1 4iT. 



E, = 



Ane Q r 



L'interet de cette separation vient du fait que Ton distingue clairement ce qui depend 
uniquement de la particule qui subit la force (ici, c'est sa charge q 2 , pour la gravite c'est sa 

masse), de ce qui ne depend que d'une source exterieure, ici le vecteur E { (M) . 

M 



r=OM 



Definition : Une particule de charge q situee en O cree en tout point M de l'espace distinct 
de O un champ vectoriel 



£(Af) = — !— 4- w 



4jie r 



appele champ electrostatique. L'unite est le Volt/metre (symbole Vim). 



Cette facon de proceder decoule de (ou implique) une nouvelle vision de l'espace : les 
particules chargees se deplacent maintenant dans un espace oil existe (se trouve defini) un 
champ vectoriel. Elles subissent alors une force en fonction de la valeur du champ au lieu ou 
elle se trouve. 



1.2.3- Champ cree par un ensemble de charges 



On considere maintenant n particules de charges electriques q n situees en des points P i : quel 

est le champ electro statique cree par cet ensemble de charges en un point M ? 

P 2 (q 2 ) 



P 3 (q 3 ) 




P 4 (q 4 ) ^ 

E 2 (M) ^ Ei(M) 

La reponse n'est absolument pas evidente car Ton pourrait penser que la presence du champ 
cree par des particules voisines modifie celui cree par une particule. En fait, il n'en est rien et 
l'experience montre que la force totale subie par une charge q situee en M est simplement la 
superposition des forces elementaires, 



,-i 4tf£ r i 



i-i *ae rr 



ou r { = P t M , P t M = P t M u i et il en resulte done 



ft 47re rf 



U; 



est done le champ electro statique cree par un ensemble discret de charges. 

Cette propriete de superposition des effets electrostatiques est un fait d'experience et enonce 
comme le principe de superposition (comme tout principe, il n'est pas demontre). 

En pratique, cette expression est rarement utilisable puisque nous sommes la plupart du temps 
amenes a considerer des materiaux comportant un nombre gigantesque de particules. C'est 
simplement du au fait que Ton ne considere que des echelles spatiales tres grandes devant les 
distances inter-particulaires, perdant ainsi toute possibilite de distinguer une particule de 
l'autre. II est dans ce cas plus habile d'utiliser des distributions continues de charges. 

Soit P un point quelconque d'un conducteur et dq(P) la charge elementaire contenue en ce 
point. Le champ electrostatique total cree en un point M par cette distribution de charges est 



E(M)= fdE(M) avec dE(M) = 



— ■=,,„. 1 da - 



distribution 



4jte r 



Mathematiquement, tout se passe done comme une charge ponctuelle dq etait situee en un 
point P de la distribution, creant au point M un champ electro statique dE(M) , avec r = PM et 
PM = PM u. II s'agit evidemment d'une approximation, permettant de remplacer une somme 
presque infinie par une integrate. 




On definit p = — comme etant la densite volumique de charges (unites : Cm 3 ). Le champ 
dv 

electro statique cree par une telle distribution est done 



E ^= fff^r^» dv 



Volume 4 ^0 T 

Lorsque l'une des dimensions de la distribution de charges est beaucoup plus petite que les 
deux autres (ex : un plan ou une sphere creuse), on peut generalement faire une integration sur 

cette dimension. On definit alors la densite surfacique de charges o = — (unites : Cm" 2 ), 

produisant un champ total 

E(M)= ff —^—^rudS 

Surface ^■"'^O ' 



Enfin, si deux des dimensions de la distribution sont negligeables devant la troisieme (ex : un 

fil), on 

champ 



fil), on peut definir une densite lineique de charges A = — (unites : Cm '), associe au 

dl 



1 A - 



E(M)= f T udl 



Longueur ^^^0 r 



L'utilisation de l'une ou l'autre de ces trois expressions depend de la geometrie de la 
distribution de charges consideree. L'expression generale a retenir est celle qui est encadree. 



1.2.4- Proprietes de symetrie du champ electrostatique 

Principe de Curie : « Lorsque certaines causes produisent certains effets, les elements de 
symetrie des causes doivent se retrouver dans les effets produits. » 

Du fait que le champ soit un effet cree par une distribution de charges, il contient des 
informations sur les causes qui lui ont donne origine. Ainsi, si Ton connait les proprietes de 
symetrie d'une distribution de charges, on pourra connaitre celles du champ electrostatique 



associe. Ces proprietes sont fondamentales car elles permettent de simplifier 
considerablement le calcul du champ electro statique. 

Dans une espace homogene et isotrope, si Ton fait subir une transformation geometrique a un 
systeme physique (ex : ensemble de particules, distribution de charges) susceptible de creer 
certains effets (forces, champs), alors ces effets subissent les memes transformations. 
Si un systeme physique S possede un certain degre de symetrie, on pourra alors deduire les 
effets crees par ce systeme en un point a partir des effets en un autre point. 

Transformations geometriques d'un vecteur 

Lors d'une transformation geometrique d'un vecteur quelconque, celui-ci est transforme en 
son symetrique. 



— » 



t ? f 



E' 



V ^ 



E' 




Transformation d'un vecteur par symetrie . . , . . , . , 

par rapport a un plan Exemple d un plan d antisymetne 

Soit A'(M') le vecteur obtenu par symetrie par rapport a un plan S a partir de A(M) . D'apres 
la figure ci-dessus, on voit que 

1 . A'(M') = A(M) si A(M) est engendre par les memes vecteurs de base que S ; 

2. A'(M') = -A(M) si A(M) est perpendiculaire a S. 

Ces deux regies de transformation vont nous permettre de determiner des regies de symetrie 
utiles. 



Regies de symetrie 

• Invariance par translation : si S est invariant dans toute translation parallele a un axe Oz, 
les effets ne dependent pas de z. 

• Symetrie axiale : si S est invariant dans toute rotation 6 autour d'un axe Oz, alors ses 
effets exprimes en coordonnees cylindriques (p,0,z) ne dependent pas de 6 . 

• Symetrie cylindrique : si S est invariant par translation le long de l'axe Oz et rotation 
autour de ce meme axe, alors ses effets exprimes en coordonnees cylindriques (p,6,z) ne 
dependent que de la distance a l'axe p . 

• Symetrie spherique : si S est invariant dans toute rotation autour d'un point fixe O, alors 
ses effets exprimes en coordonnees spheriques (r,d,(p) ne dependent que de la distance au 
centre r. 

• Plan de symetrie Q : si S admet un plan de symetrie Y[, alors en tout point de ce plan, le 
champ electrostatique est contenu dans ce plan. 

• Plan d'antisymetrie YY '■ si, P ar symetrie par rapport a un plan fp , S est transforme en -S, 
alors en tout point de ce plan, le champ electrostatique lui est perpendiculaire. 
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Remarque importante 

Nous verrons en magnetostatique qu'il convient de faire la distinction entre vrais vecteurs (ou 
vecteurs axiaux) et pseudo-vecteurs (ou vecteurs polaires), ces derniers etant definis a partir 
du produit vectoriel de deux vecteurs vrais. Ainsi, le champ electro statique est un vrai vecteur 
tandis que le champ magnetique est un pseudo-vecteur. Tout ce qui a ete dit ci-dessus n'est 
valable que pour les vrais vecteurs. 



Quelques Complements : 

1) Pourquoi un vrai vecteur A(x l ,x 2 ,x 3 ) est independant de la variable x l si le systeme S n'en 

depend pas ? 

Soit un point M(x 1 ,x 2 ,x 3 ) dont les coordonnees sont exprimees dans un systeme quelconque. 

Soit un point M'(x l + dx v x 2 ,x 3 ) lui etant infiniment proche. On a alors 

dA 

/\ALV1 ) = /iMX, + (XX , ^X ~, ^X -,) *** /i. \X, *,Xj ,Xo ) + uXi 

dx, 



A(M') 



M 



dA 

/l2\./rZ ) = ^19 \-^l "■" OX\ ?^9'"^3/ *** 2 V*^1 ?*^2'"^3/ ClX-i 

dx. 



v i 



dA 

/1-3 yiVl ) ^ /1-3 \X. + CiX, ,X-,,XtJ ^ /1-1 \X, iX-j ,X ?) ~r (XX, 

dx x 

—■ — dA 

c'est a dire, de facon plus compacte A(M') = A(M) + — dx l . Si le systeme physique S reste 

dx l 

invariant lors d'un changement de M en M', alors (Principe de Curie) A'(M') = A(M) . On a 

d~A - — 

done — = en tout point M, ce qui signifie que A(x 2 ,x 3 ) ne depend pas de x l . On peut 

dx l 

suivre le meme raisonnement pour chacune des autres coordonnees. 



2) Pourquoi un vrai vecteur appartient necessairement a un plan f] de symetrie ? 
Quel que soit M de S, soit M' son symetrique par rapport a f]. Ce plan etant un plan de 
symetrie, cela signifie que f(M)=f(M') pour toute fonction de M. Ceci est en particulier vrai 
pour chaque composante A t {M) = A^M') du vecteur A{M). On a done A'(M') = A(M) ce qui 
implique que A(M) est engendre par les memes vecteurs de base que Y\. 



3) Pourquoi un vrai vecteur est necessairement perpendiculaire a un plan YY d'antisymetrie ? 
Ce plan etant un plan d'antisymetrie, on a f(M')=-f(M) pour toute fonction de M. Ceci etant 
vrai pour chaque composante du vecteur A(M) , on a done A^M') = -A t (M) , ce qui implique 
que A(M) est perpendiculaire afp. 
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Chapitre II- Lois fondamentales de I'electrostatique 



//. 1- Flux du champ electrostatique 



11.1.1- Notion d'angle solide 



La notion d'angle solide est l'extension naturelle dans Tespace de Tangle defini dans un plan . 
Par exemple, le cone de lumiere construit par l'ensemble des rayons lumineux issus d'une 
lampe torche est entierement decrit par la donnee de deux grandeurs : la direction (une droite) 
et Tangle maximal d'ouverture des rayons autour de cette droite. On appelle cette droite la 
generatrice du cone et Tangle en question, Tangle au sommet. 




Definition : Tangle solide elementaire dQ, delimite par un cone coupant un element de 
surface elementaire dS situee a une distance r de son sommet O vaut 



dQ = 



dS 



Cet angle solide est toujours positif et independant de la distance r. Son unite est le 
« steradian » (symbole sr). 

En coordonnees spheriques, la surface elementaire a r constant vaut dS = r 2 s'mddddcp. 
L'angle solide elementaire s'ecrit alors dQ = sinddddq) . Ainsi, Tangle solide delimite par un 
cone de revolution, d'angle au sommet a vaut 

In a 



Q = CdQ = fdcp fs'mddd = 2jt(1 - cos a) 



Le demi-espace, engendre avec a=n/2 (radians), correspond done a un angle solide de lit 
steradians, tandis que Tespace entier correspond a un angle solide de An (a=n). 




D'une fa§on generale, le cone (ou le faisceau lumineux de Texemple ci-dessus) peut 
intercepter une surface quelconque, dont la normale n fait un angle avec la generatrice de 
vecteur directeur u . L'angle solide elementaire est alors defini par 

dS-u dSn-u dScosO dS' 



dQ = 



r r r r 

ou dS' est la surface effective (qui, par exemple, serait « vue » par un observateur situe en O). 
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11.1 .2- Theoreme de Gauss 

On considere maintenant une charge ponctuelle q situee en un point O de l'espace. Le flux du 
champ electrostatique E , cree par cette charge, a travers une surface elementaire quelconque 
orientee est par definition 

d® = E-dS = E-ndS 



Par convention, on oriente le vecteur unitaire n , normal a la surface dS, vers l'exterieur, c'est 
a dire dans la direction qui s'eloigne de la charge q. Ainsi, pour q>0, le champ E est dirige 
dans le meme sens que n et Ton obtient un flux positif. 



A partir de l'expression du champ cree par une charge ponctuelle, on obtient alors 

dQ. 



, , q u-n 
JO = — ^dS = 



4jie r 



Ajie,, 



c'est a dire un flux dependant directement de Tangle solide sous lequel est vue la surface et 
non de sa distance r (notez bien que d£2>0, q pouvant etre positif ou negatif). Ce resultat est 
une simple consequence de la decroissance du champ electrostatique en 1/r 2 : on aurait le 
meme genre de resultat avec le champ gravitationnel. 




CD 



Que se passe-t-il lorsqu'on s'interesse au flux total a travers une surface (quelconque) 
fermee ? Prenons le cas illustre dans la figure ci-dessous. On a une charge q situee a 
l'interieur de la surface S (enfermant ainsi un volume V), surface orientee (en chaque point de 
S, le vecteur n est dirige vers l'exterieur). Pour le rayon 1, on a simplement 



d<D, = 



q 



dQ 



4jie 

mais le rayon 2 traverse plusieurs fois la surface, avec des directions differentes. On aura alors 
une contribution au flux 
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d<f> 2 = — ! —\ — y~ dS l + — T L dS 1 + — r 1 - J5 3 
Ajre \ r, r 2 r 3 



4tt£ 



(dQ - JQ + rfQ) 



* <ffi 



4jt£ 



Ce resultat est general puisque, la charge se trouvant a l'interieur de S, un rayon dans une 
direction donnee va toujours traverser S un nombre impair de fois. En integrant alors sur 
toutes les directions (c'est a dire sur les An steradians), on obtient un flux total 



•ff- 



® = &E-dS = 



q 



£ 



En vertu du principe de superposition, ce resultat se generalise aisement a un ensemble 
quelconque de charges. 

Theoreme de Gauss : le flux du champ electrique a trovers une surface ferm.ee orientee 
quelconque est egal, dans le vide, a 1/ e fois la charge electrique contenue a l'interieur de 
cette surface 



<5> = &EdS = Q 



s £ o 



Remarques : 

1. Du point de vue physique, le theoreme de Gauss fournit le lien entre le flux du champ 
electro statique et les sources du champ, a savoir les charges electriques. 

2. La demonstration precedente utilise la loi de Coulomb qui, elle, est un fait experimental et 
n'est pas demontree. Inversement, on peut retrouver la loi de Coulomb a partir du 
theoreme de Gauss : c'est ce qui est fait dans 1' electro magnetisme, dans lequel le 
theoreme de Gauss constitue en fait une loi fondamentale, non demontrable (l'une des 
quatre equations de Maxwell). 



11.1.3- Exemples d'applications 

Le theoreme de Gauss fournit une methode tres utile pour calculer le champ E lorsque celui- 
ci possede des proprietes de symetrie particulieres. Celles-ci doivent en effet permettre de 
calculer facilement le flux <&. Comme le theoreme de Gauss est valable pour une surface 
quelconque, il nous suffit de trouver une surface S adaptee, c'est a dire respectant les 
proprietes de symetrie du champ, appelee « surface de Gauss ». 

Champ electrostatique cree par unplan infini uniformement charge 

On considere un plan infini \\ portant une charge electrique a uniforme par unite de surface. 
Pour utiliser Gauss, il nous faut d'abord connaitre les proprietes de symetrie du champ E . 
Tous les plans perpendiculaires au plan infini \[ sont des plans de symetrie de celui-ci : E 
appartient aux plans de symetrie, il est done perpendiculaire a \[. Si ce plan est engendre par 
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les vecteurs ( i, j) alors E = E z (x,y,z) k . Par ailleurs, l'invariance par translation selon x et y 

nous fournit E = E z (z) k . Le plan Y\ est lui-meme plan de symetrie, done E(z) est impaire. 

z 




Etant donne ces proprietes de symetrie, la surface de Gauss la plus adaptee est un cylindre de 
sections perpendiculaires au plan et situees a des hauteurs symetriques. 

<D = &E -dS = CfE ■ dS + CfE ■ dS + CfE ■ dS 



S L 



= E(z)S - E(-z)S + = 2ES 



F F J J F 

II s'ensuit que le champ electro statique cree par un plan infini uniformement charge vaut 

E = ^- 

2e 

Remarques : 

1 . Le champ ne varie pas avec la distance, ce qui est naturel car le plan est suppose infini . 

2. On peut encore appliquer ce resultat pour une surface quelconque chargee uniformement. 
II suffit alors d' interpreter E comme le champ au voisinage immediat de la surface : 
suffisamment pres, celle-ci peut etre assimilee a un plan infini. 



Champ cree par une boule uniformement chargee 




On considere une boule (sphere pleine) de centre O et 
rayon R, chargee avec une distribution volumique de 
charges p. Cette distribution possedant une symetrie 
spherique, le champ electro statique qui en resulte aura 
la meme symetrie, done E = E(r) u r . 

La surface de Gauss adaptee est simplement une 
sphere de rayon r et le theoreme de Gauss nous 



y fournit 



<J> = $f E ■ dS = ff E(r)dS = E(r) 4jt r 2 

s s 



-"0 V 



Lorsque r<R, on obtient un champ 
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— jtr p 

77 3 P 

E = - — j — = -*— r 
Anr e 3e 

Lorsque i>R, la sphere de Gauss enferme un volume V superieur a celui de la boule. Mais la 
distribution de charges n'est non nulle que jusqu'en r=R, ce qui fournit done un champ 

\**P p R 3 



E = 



Q 



Anr £ n 



3£ r 



Ajte r 



ou Q est la charge totale portee par la boule. On vient ainsi de demontrer, sur un cas simple, 
qu'une distribution de charges a symetrie spherique produit a Texterieur le meme champ 
qu'une charge ponctuelle egale, situee en O. 



11.1 .4- Lignes de champ 

Le concept de lignes de champ (egalement appelees lignes de force) est tres utile pour se faire 
une representation spatiale d'un champ de vecteurs. 

Definition : Une ligne de champ d'un champ de vecteur quelconque est une courbe C definie 
dans I'espace telle qu'en chacun de ses points le vecteur y soit tangent. 




Considerons un deplacement elementaire dl le long d'une ligne de champ electro statique C. 
Le fait que le champ E soit en tout point de C parallele a dl s'ecrit : 



EAdl = 



En coordonnees cartesiennes, dl = dx i + dy j + dz k et les lignes de champ sont calculees 
en resolvant 

dx dy dz 

En coordonnees cylindriques dl = dp u p + pdd u e + dz u z et 1' equation des lignes de champ 

devient 

dp _ pdd _ dz 

~E~ p = ~E~ = E~ z 



En coordonnees spheriques, dl = dr u r + rdd u + rsinddcpu^ et on a 

dr rdd r sin Qdcp 
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Soit un contour ferme C tel que le champ electrostatique y soit tangent, c'est a dire tel que 
Eldl ou dl est un vecteur elementaire de C. En chaque point de C passe done une ligne de 
champ particuliere. L'ensemble de toutes les lignes de champ dessine alors une surface dans 
l'espace, une sorte de tube. Par construction, le flux du champ electrostatique est nul a travers 
la surface laterale du tube, de telle sorte que le flux est conserve : ce qui rentre a la base du 
tube ressort de l'autre cote. On appelle un tel « rassemblement » de lignes de champ un tube 
deflux. 



11.2- Circulation du champ electrostatique 

11.2.2- Notion de potentiel electrostatique 

On va demontrer ci-dessous qu'il existe un scalaire V, appele potentiel electrostatique, definit 
dans tout l'espace et qui permet de reconstruire le champ electrostatique E. Outre une 
commodite de calcul (il est plus facile d'additionner deux scalaires que deux vecteurs), 
l'existence d'un tel scalaire traduit des proprietes importantes du champ electrostatique. Mais 
tout d'abord, est-il possible d'obtenir un champ de vecteurs a partir d'un champ scalaire ? 



Prenons un scalaire V(M) defini en tout point M de l'espace (on dit un champ scalaire). Une 
variation dV de ce champ lorsqu'on passe d'un point Maun point M' infiniment proche est 
alors fourni par la differentielle totale 

3 JT/ 

dV(M) = V — dx. = grad V • dOM 

fd 8X; 



ou le vecteur grad V , est le gradient du champ scalaire V et constitue un champ de vecteurs 
defini partout. Ses composantes dans un systeme de coordonnees donne sont obtenues tres 
simplement. Par exemple, en coordonnees cartesiennes, on a dOM = dx i + dy j + dz k et 

dv = — dx + — dy + — dz 

dx dy dz 

d'ou l'expression suivante pour le gradient en coordonnees cartesiennes 



grad V = 



dx 
dV 



dy 
dV 



\ dz) 
En faisant de meme en coordonnees cylindriques et spheriques on trouve respectivement 



grad V = 



(dV 

Tp 
p dd 

dV_ 

\ dz 



\ 



et grad V = 



(dV 


\ 


dr 




1 dV 




r dd 




1 


dV 


v r sin 6 


dtp) 
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Un emplacement dOM = MM' le long d'une courbe (ou surface) definie par V=Constante 
correspond a dV=0, ce qui signifie que gradV est un vecteur qui est perpendiculaire en tout 
point a cette courbe (ou surface). 

Par ailleurs, plus les composantes du gradient sont elevees et plus il y a une variation rapide 
de V. Or, e'est bien ce qui semble se produire, par exemple, au voisinage d'une charge 
electrique q: les lignes de champ electrostatique sont des droites qui convergent (q<0) ou 
divergent (q>0) toutes vers la charge. II est done tentant d'associer le champ E (vecteur) au 
gradient d'une fonction scalaire V. 

En fait, depuis Newton (1687) et sa loi de gravitation universelle, de nombreux physiciens et 
mathematiciens s'etaient penche sur les proprietes de cette force radiale en 1/r 2 . En 
particulier Lagrange avait ainsi introduit en 1777 une fonction scalaire appelee potentiel, plus 
« fondamentale » puisque la force en derive. C'est Poisson qui a introduit le potentiel 
electrostatique en 1813, par analogie avec la loi de Newton. 

Definition : le potentiel electrostatique V est relie au champ electrostatique E par 



E = - grad V 



Remarques : 

1. Le signe moins est une convention liee a celle adoptee pour l'energie electrostatique (cf 
chapitre IV). 

2 . La consequence de cette definition du potentiel est dV(M) = -E • dOM pour un 
deplacement infinitesimal quelconque. 

3. Les lignes de champ electrostatique sont perpendiculaires aux courbes equipotentielles. 



Definition : la circulation du champ electrostatique le long d'une courbe allant de A vers B 
est 



[E-dl = -JdV =V(A) - V(B) 



V 2 <V! 



Remarques : 

1 . Cette circulation est conservative : elle ne depend pas du 
chemin suivi. 

2. La circulation du champ electrostatique sur une courbe fermee 
(on retourne en A) est nulle. On verra plus loin que ceci est 
d'une grande importance en electrocinetique. 

3. D'apres la relation ci-dessus, le long d'une ligne de champ, 
c'est a dire pour E-dl>0on a V(A)>V(B). Les lignes de 
champ electrostatiques vont dans le sens des potentiels 
decroissants. 
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11.2.2- Potentiel cree par une charge ponctuelle 

Nous venons de voir 1' interpretation geometrique du gradient d'une fonction scalaire et le lien 
avec la notion de circulation. Mais nous n'avons pas encore prouve que le champ 
electro statique pouvait effectivement se deduire d'un potentiel V ! 



O 



MM'=dOM 




--f 



Considerons done une charge ponctuelle q situee en un point O. En un point M de l'espace, 

cette charge cree un champ electrostatique E . Le potentiel electrostatique est alors donne par 

,„,.., -p -77TT7 q u-dr q dr 

dV(M) = -E ■ dOM 

e'est a dire, apres integration suivant r, 



4jis r 



AkEq r 



V(M) 



1 q 

4ne r 



+ V n 



Remarques : 

1 . La constante d' integration est en general choisie nulle (le potentiel s'annule a l'infini) 

2. L'unite du potentiel est le Volt . En unites du systeme international (SI) le Volt vaut 

[v] = [e l] = m l 2 r -3 r l 

3. Si Ton veut se former une representation du potentiel, on peut remarquer qu'il mesure le 
degre d'electrification d'un conducteur (voir Chapitre III). II y a en fait une analogie 
formelle entre d'un cote, potentiel V et temperature T d'un corps, et de 1' autre, entre 
charge Q et chaleur deposee dans ce corps. 



11.2.3- Potentiel cree par un ensemble de charges 

Considerons maintenant un ensemble de n charges ponctuelles q t distributes dans tout 

n 

l'espace. En vertu du principe de superposition, le champ electrostatique total E = Y E i est la 
somme vectorielle des champs E i crees par chaque charge q r On peut done definir un 

n 

potentiel electrostatique total V(M) = V V t (M) tel que E = - gradV soit encore verifie. En 

<=i 
utilisant l'expression du potentiel cree par une charge unique, on obtient 



vm -t^rv + v » 



7ti 4tT£ r t 



ou r t est la distance entre la charge q t et le point M. 
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Lorsqu'on s'interesse a des echelles spatiales qui sont tres grandes par rapport aux distances 
entre les charges q t , on peut faire un passage a la limite continue et remplacer la somme 

discrete par une integrate V <7,(^) ~* fdq(P) ou P est un point courant autour duquel se 

i 

trouve une charge « elementaire » dq. Le potentiel electro statique cree par une distribution de 
charges continue est alors 



V(M) = 



1 -dq 
J r 



Ajzs { 



+ V 



ou r=PM est la distance entre le point M et un point P quelconque de la distribution de 
charges. 



Remarques : 

1. Pour des distributions de charges lineique X, surfacique a et volumique p, on obtient 
respectivement 



V(M) = - J + 



4jis ~ r 



V n 



V(M) = J_JJ 



odS 



+ Vn 



V(M) = J_ffJ 



r 
pdV 



+ V 



2. Noter que Ton ne peut pas evaluer le potentiel (ni le champ d'ailleurs) sur une 
particule en utilisant l'expression discrete (c'est a dire pour r. , = 0). Par contre, on peut 
le faire avec une distribution continue : c'est du au fait que dq/r converge lorsque r 
tend vers zero. 



11.3- Le dipole electrostatique 

11.3.1- Potentiel electrostatique cree par deux charges electriques 

II existe dans la nature des systemes globalement electriquement neutres mais dont le centre 
de gravite des charges negatives n'est pas confondu avec celui des charges positives. Un tel 
systeme peut souvent etre decrit (on dit modelise) en premiere approximation par deux 
charges electriques ponctuelles, +q et -q situees a une distance d=2a l'une de l'autre. On 
appelle un tel systeme de charges un dipole electrostatique. 



Definition : on appelle moment dipolaire electrique la grandeur 



p = qd i = 2aq i 



(-q) 



(+q) 



<- 



©-© 



p=0 



dy<ir^) 




Les molecules telles que 
HCL,CO,H20,CO2 constituent des 
exemples de dipoles electrostatiques. 
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Connaitre l'effet (la force) electro statique que ces deux charges creent autour d'elles necessite 
de calculer le champ electrostatique. Habituellement, nous aurions applique le principe de 
superposition et calcule ainsi la somme vectorielle des deux champs. L'avantage du potentiel 
est de permettre d'arriver au meme resultat sans se fatiguer. 




D'apres la section precedente, le potentiel cree en un point M repere par ses coordonnees 
polaires (p,d) est simplement 

V(M) = V +q (M) + V_ q (M) 



1 1 



4jte \p + pj 4jte p + p 



q p--p + 



ou Ton a choisi arbitrairement V=0 a l'infini. Or, p ± = p + ai . Lorsqu'on ne s'interesse qu'a 
Taction electrostatique a grande distance, c'est a dire a des distances p»a, on peut faire un 
developpement limite de V. Au premier ordre en a /p on obtient 



/ _ \' /2 

P ± =(p ± -P ± f 2 "pU + 2-^p-l\ ~p 



+ acosd 



c'est a dire p_ - p + « 2acos9 et p_p + <■ p . Le potentiel cree a grande distance par un dipole 
electrostatique vaut done 



4jts p 4jis p 



11.3.2- Champ cree a grande distance 



Pour calculer le champ electrostatique, il nous suffit maintenant d'utiliser E = - gradV en 
coordonnees cylindriques. On obtient ainsi 
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£ = 



E P = 



E e - 



dV _ 2pcosd \ 
dp 4jte p 3 

1 dV psind 



p 36 4tie q p 3 



E=- 



dV_ 
dz 







Par construction, le dipole possede une symetrie de revolution autour de l'axe qui le porte (ici 
l'axe Ox) : le potentiel ainsi que le champ electrostatiques possedent done egalement cette 
symetrie. Cela va nous aider a visualiser les lignes de champ ainsi que les equipotentielles. 
Par exemple, le plan mediateur defini par 6 = nil (x=0) est une surface equipotentielle V=0. 
Les equipotentielles sont des surfaces (dans l'espace ; dans le plan ce sont des courbes) 
definies par V = Constante = V , e'est a dire 

I pcosO 

L'equation des lignes de champ est obtenue en resolvant 

dp _ pdd _ dp _ 2cos0 dd 
E p E e p sin0 

p = Ksin 2 d 
ou K est une constante d'integration dont la valeur (arbitraire) definie la ligne de champ. 

11.3.3- Complement : developpements multipolaires 

Lorsqu'on a affaire a une distribution de charges electriques et qu'on ne s'interesse qu'au 
champ cree a une distance grande devant les dimensions de cette distribution, on peut 
egalement utiliser une methode de calcul approche du potentiel. Le degre de validite de ce 
calcul depend directement de l'ordre du developpement limite utilise : plus on va a un ordre 
eleve et meilleure sera notre approximation. Par exemple, l'expression du dipole ci-dessus 
n'est valable que pour p»a, mais lorsque p tend vers a, il faut prendre en compte les ordres 
superieurs, les termes dits multipolaires. 

Prenons le cas d'une distribution de charges ponctuelles q i situees en r t = OP i . Le potentiel 
cree en un point M repere par le vecteur position r = OM (coordonnees spheriques) est 






V(r) = 2 



4jte n \r - , 



En supposant r » r t , on peut montrer facilement que ce potentiel admet le developpement 
suivant 



V(r). 



1 



Ajie 



i = l 



2 3 

r Lr 



(3cos 2 0,. -l) 
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ou Q l est Tangle entre r et r ( . Faire un developpement multipolaire d'une distribution 
quelconque de charges consiste a arreter le developpement limite a un ordre donne, dependant 
du degre de precision souhaite. Dans le developpement ci-dessus, le premier terme (ordre zero 
ou monopolaire) correspond a assimiler la distribution a une charge to tale placee en O. Cela 
peut etre suffisant vu de tres loin, si cette charge totale est non nulle. Dans le cas contraire (ou 
si Ton souhaite plus de precision) on obtient le deuxieme terme qui peut se mettre sous la 
forme 

p-u r 



4jTe r 



ou le vecteur 



: 2> \ 



est le moment dipolaire associe a la distribution de charges, 

generalisation a plusieurs charges du moment dipolaire precedent. Lorsqu'on souhaite encore 
plus de precision (ou si p = 0) il faut prendre en compte les termes d'ordre superieur. Le 
terme suivant est la contribution quadrupolaire, decrivant la fa§on dont les charges positives 
et negatives se distribuent autour de leurs barycentres respectifs. 
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Chapitre III- Conducteurs en equilibre 



111.1- Conducteurs i soles 

III. 1.1- Notion d'equilibre electrostatique 

Jusqu'a present, nous nous sommes interesses uniquement aux charges electriques et a leurs 
effets. Que se passe-t-il pour un corps conducteur dans lequel les charges sont libres de se 
deplacer? 

Prenons une baguette en plastique et frottons-la. On sait qu'elle devient electrisee parce 
qu'elle devient alors capable d'attirer de petits bouts de papier. Si on la met en contact avec 
une autre baguette, alors cette deuxieme devient egalement electrisee, c'est a dire atteint un 
certain degre d'electrisation. Au moment du contact des deux baguettes, des charges 
electriques passent de l'une a l'autre, modifiant ainsi le nombre de charges contenues dans 
chacune des baguettes, jusqu'a ce qu'un equilibre soit atteint. Comment definir un tel 
equilibre ? 

Definition : V equilibre electrostatique d'un conducteur est atteint lorsque aucune charge 
electrique ne se deplace plus a I'interieur du conducteur. 

Du point de vue de chaque charge elementaire, cela signifie que le champ electrostatique total 
auquel elle est soumise est nul . 

Comme le champ derive d'un potentiel, cela implique qu' un conducteur a 1' equilibre 
electrostatique est equipotentiel . 



Remarques : 

1 . Si le conducteur est charge, le champ electrostatique total est (principe de 

superposition) la somme du champ exterieur et du champ cree par la distribution de 
charges contenues dans le conducteur. Cela signifie que les charges s'arrangent (se 
deplacent) de telle sorte que le champ qu'elles creent compense exactement, en tout 
point du conducteur, le champ exterieur. 

2. Nous voyons apparaitre ici une analogie possible avec la thermodynamique : 

Equilibre electrostatique <=> Equilibre thermodynamique 

Potentiel electrostatique <=> Temperature 

Charges electriques <=> Chaleur 

En effet, a l'equilibre thermodynamique, deux corps de temperatures initialement 
differentes mis en contact, acquierent la meme temperature finale en echangeant de la 
chaleur (du plus chaud vers le plus froid). 

Dans ce cours, tous les conducteurs seront consideres a l'equilibre electrostatique. 
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III. 1.2- Quelques proprietes des conducteurs en equilibre 

(a) Lignes de champ 

Nous avons vu que, a l'interieur d'un conducteur (charge ou non) le champ electrostatique 
total est nul. Mais ce n'est pas forcement le cas a l'exterieur, en particulier si le conducteur est 
charge. Puisqu'un conducteur a 1' equilibre est equipotentiel, cela entraine alors que, sa surface 
etant au meme potentiel, le champ electrostatique est normal a la surface d'un conducteur . 
Par ailleurs, aucune ligne de champ ne peut « revenir » vers le conducteur. En effet, la 
circulation du champ le long de cette ligne impose 



V(A)-V(B)=JE- 



dl 



Si les points A et B appartiennent au meme conducteur, alors la circulation doit etre nulle, ce 
qui est impossible le long d'une ligne de champ (ou, par definition E est parallele a dl). 



(b) Distribution des charges 

Si un conducteur est charge, ou se trouvent les charges non compensees? Supposons qu'elles 
soient distributes avec une distribution volumique p. Prenons un volume quelconque V situe 
a l'interieur d'un conducteur a l'equilibre electrostatique. En vertu du theoreme de Gauss, on 
a 



$E-dS-JJJ^dt/-0 



S V £ 

puisque le champ E est nul partout. Cela signifie que p = (autant de charges + que de 
charges -) et done, qu'a l'equilibre, aucune charge non compensee ne peut se trouver dans le 
volume occupe par le conducteur. Toutes les charges non compensees se trouvent done 
necessairement localisees a la surface du conducteur . 

Ce resultat peut se comprendre par l'effet de repulsion que celles-ci exercent les unes sur les 
autres. A l'equilibre, les charges tendent done a se trouver aussi eloignees les unes des autres 
qu'il est possible de le faire. 



(c) Theoreme de Coulomb 

En un point M infiniment voisin de la surface S d'un conducteur, le champ electrostatique E 
est normal a S. Considerons une petite surface S ext parallele a la surface S du conducteur. On 
peut ensuite construire une surface fermee 2 en y adjoignant une surface rentrant a l'interieur 
du conducteur S- m ainsi qu'une surface laterale S L . En appliquant le theoreme de Gauss sur 
cette surface fermee, on obtient 
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0> = &E • dS =ffE ■ dS + fJE ■ dS +ffE ■ dS = ffE ■ dS = ES e 



^i = — CCadS = ^ 
f f J J f 




oil S M est la surface dessinee par le tube de flux passant par S ext , done S M = S ext (on peut 
choisir ces surfaces aussi petites que Ton veut). 

Theoreme : le champ electrostatique a proximite immediate d'un conducteur de densite 
surfacique a vaut 



E = — n 



oil n est un vecteur unitaire normal au conducteur et dirige vers Vexterieur. 

Lorsque le champ au voisinage d'un conducteur depasse une certaine limite, une etincelle est 
observee : le milieu entourant le conducteur devient alors conducteur. Ce champ maximal, de 
l'ordre de 3 Mega V/m dans l'air, est appele champ disruptif. II correspond a l'ionisation des 
particules du milieu (molecules dans le cas de l'air). 



(d) Pression electrostatique 

Soient deux points M et M' infiniment proches de la surface d'un conducteur de densite 
surfacique a, M situe a l'exterieur tandis que M' est situe a l'interieur. Considerons 
maintenant une surface elementaire dS situee entre ces deux points. Soit E\ le champ cree en 
M par les charges situees sur dS et Ei le champ cree en M par toutes les autres charges 
situees a la surface du conducteur. Soient E[ et E' 2 les champs respectifs en M'. 



Ei A fE 



Exterieur . 

Interieur 




y-^^y-^^y-^^-y-^-^ 



On a alors les trois proprietes suivantes 

1 . E 2 (M) = E 2 {M') car M et M'sont infiniment proches. 

2. E' 2 = -E[ car le champ electrostatique a l'interieur du conducteur est nul. 

3. E X (M) = -E { {M') car E\ est symetrique par rapport a dS, consideree comme un plan 
puisque M et M' peuvent etre infiniment rapproches. 



Grace a ces trois proprietes, on en deduit que E 2 = E l , e'est a dire que la contribution de 
l'ensemble du conducteur est egale a celle de la charge situee a proximite immediate. Comme 
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le champ total vaut E = E 1 + E 2 



a - 



n (theoreme de Coulomb), on en deduit que le champ 



cree par l'ensemble du conducteur (a l'exclusion des charges situees en dS) au voisinage du 



point M est E 2 = n . 

Autrement dit, la force electrostatique dF subie par cette charge dq = odS de la part de 
l'ensemble des autres charges du conducteur vaut 

2 

dF = dqE 2 = odS- — n = - — n dS 



2s n 



2e n 



-"0 -""0 

Quel que soit le signe de a, la force est normale et toujours dirigee vers l'exterieur du 
conducteur. Cette propriete est caracteristique d'une pression, force par unite de surface. 
Ainsi, la pression electrostatique subie en tout point d'un conducteur vaut 



P = 



o 



2e n 



Cette pression est en general trop faible pour arracher les charges de la surface du conducteur. 
Mais elle peut deformer ou deplacer celui-ci, les charges communiquant au solide la force 
electrostatique qu'elles subissent. 



(e) Pouvoir des pointes 

Cette expression decrit le fait experimental que, a proximite d'une pointe, le champ 
electrostatique est toujours tres intense. En vertu du theoreme de Coulomb, cela signifie que 
la densite surfacique de charges est, au voisinage d'une pointe, tres elevee. 




On peut aborder ce phenomene avec deux spheres chargees de rayons differents, reliees par 
un fil conducteur et placees loin l'une de l'autre. On peut done considerer que chaque sphere 
est isolee mais qu'elle partage le meme potentiel V. Cela implique alors 



V\ = V2o 



o 



1 



Ait e 



if 



5, 



o Y dS 



1 



Ajie, 



If 



o 2 dS 
R, 



<*A 



a 2 R 2 



o 



o, 



o, 



R, 
R 



2 "1 

Done, plus l'une des spheres aura un rayon petit et plus sa densite de charges sera elevee. 
Tout se passe comme si les charges « preferaient » les zones a forte courbure. A priori, cela 
semble en contradiction avec l'idee naive que les charges non compensees ont tendance a se 
repousser mutuellement. Le resultat ci-dessus nous montre l'effet d'une pointe (accumulation 
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de charges), mais ne nous offre aucune explication de ce phenomene. Qu'est ce qui, 
physiquement, a permis une « accumulation » de charges sur une pointe ? 
Prenons une sphere chargee placee seule dans l'espace. Se repoussant mutuellement, les 
charges vont produire une distribution surfacique uniforme. Maintenant, si Ton fait un creux 
(zone concave), les charges situees au fond du creux « voient » non seulement le champ 
electro statique cree par les charges immediatement voisines, mais egalement celui cree par les 
charges situees sur les bords du creux. Ainsi, au fond du creux, le champ total est plus fort et 
repousse les charges vers l'exterieur, vidant ainsi le creux de charges. Faisons maintenant une 
pointe (zone convexe). La, le phenomene contraire se produit. Quand une charge se retrouve, 
sous l'effet repulsif des autres charges, repoussee vers la pointe, le champ qu'elle-meme cree 
devient moins important (puisqu'elle est eloignee des autres charges) vis-a-vis des charges 
restees sur la partie uniforme de la sphere. Cela permet ainsi a une autre charge de prendre sa 
place : cette nouvelle charge se deplace done et se retrouve elle-meme repoussee sur la pointe. 
Le conducteur atteint l'equilibre electrostatique lorsque le champ repulsif cree par toutes les 
charges accumulees au niveau de la pointe compense celui cree par le charges restees sur le 
« corps » du conducteur. 



111.1 .3- Capacite d'un conducteur isole 

Nous avons vu qu'il etait possible de faire une analogie entre la temperature d'un corps et le 
potentiel electrostatique. Or, pour une quantite de chaleur donnee, la temperature d'un corps 
depend en fait de sa capacite calorifique. II en va de meme pour le potentiel electrostatique : il 
depend de la capacite du corps a « absorber » les charges electriques qu'il recoit. On peut 
done suivre cette analogie et definir une nouvelle notion, la capacite electrostatique : 

Capacite electrostatique <=> Capacite calorifique 

Soit un conducteur a l'equilibre electrostatique isole dans l'espace, charge avec une 
distribution surfacique a et porte au potentiel V. Celui-ci s'ecrit 

Aits., JJ PM 

u surface 

en tout point M du conducteur, le point P etant un point quelconque de sa surface. Par ailleurs, 
la charge electrique to tale portee par ce conducteur s'ecrit 

Q = jJadS 

Surface 

Si on multiplie la densite surfacique par un coefficient constant a, on obtient une nouvelle 
charge to tale Q'=aQ et un nouveau potentiel V'=aV. On a ainsi un nouvel etat d'equilibre 
electrostatique, parfaitement defini. On voit done que, quoi qu'on fasse, tout etat d'equilibre 
d'un conducteur isole (caracterise par Q et V) est tel que le rapport Q/V reste constant (cela 
resulte de la linearite de Q et V en fonction de a). 

Definition : La capacite electrostatique d'un conducteur a l'equilibre est definie par 



V 



ou Q est la charge electrique totale du conducteur porte au potentiel V. L' unite de la capacite 
est le Farad (symbole F). 
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Remarques : 

1. La capacite C d'un conducteur est une grandeur toujours positive . Elle ne depend que des 
caracteristiques geometriques et du materiau dont est fait le conducteur. 

2. Les unites couramment utilisees en electrocinetique sont le nF ou pF. 

3. Exemple : capacite d'une sphere de rayon R, chargee avec une densite surfacique a. 

4jt£ JJ OP 4jte a JJ R 4ne n R 

u surface u surface <J 

V ° 



111.1 .4- Superposition des etats d'equilibre 

Nous avons vu qu'un conducteur isole, a l'equilibre electrostatique, est caracterise par sa 
charge Q et son potentiel V, qui sont relies entre eux par la capacite C du conducteur. 
Inversement , etant donne un conducteur de capacite C, la donnee de sa distribution 

surfacique a determine completement son etat d'equilibre, puisque Q = ffo dS et V=Q/C. 

Surface 

Soit maintenant un autre etat d'equilibre du meme conducteur defini par une densite 
surfacique a'. Le conducteur porte alors une charge Q' et a un potentiel V. Du fait de la 
linearite de Q et V avec a, toute combinaison lineaire de a et a' est encore un etat 
d'equilibre : 

Q" = aQ + bQ' 



o" = ao + bo' 



O" 



C 

On a done ici un resultat qui nous sera utile plus tard : toute superposition d' etats d'equilibre 
(d'un conducteur ou d'un ensemble de conducteurs) est egalement un etat d'equilibre. 



111.2- Systemes de conducteurs en equilibre 

111.2.1- Theoreme des elements correspondants 

Soit deux conducteurs (Al) et (A2), places l'un a cote de l'autre et portant des densites 
surfaciques o l et o 2 a l'equilibre. S'ils ne sont pas au meme potentiel, des lignes de champ 
electrostatique relient (Al) a (A2). Soit un petit contour ferme C x situe sur la surface de (Al) 
tel que 1' ensemble des lignes de champ issues de (Al) et s'appuyant sur C x rejoignent (A2) (et 
y dessinent un contour ferme C 2 ). 




tE(emmt£^erresj>oni{ants 
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L'ensemble de ces lignes de champ constitue ce qu'on appelle un tube de flux : le flux du 
champ electro statique a travers la surface laterale S L dessinee par ce tube est nul par 
construction (E-dS = 0). Soit une surface fermee produite S = S L + S l + S 2 ou S l est une 
surface qui s'appuie sur C l et plonge a l'interieur de (Al) et S 2 une surface similaire pour 

(A2). 



vertu du theoreme de Gauss, 


on a 




s 


•dS = 


■JT 8 

S L 


^0 


= 9l 

^0 


3 

^0 



dS+[[EdS+(fEdS = 



S] s 2 



ou Q l est la charge totale contenue sur la surface de (Al) embrassee par C, tandis que Q 2 est 
la charge contenue sur la surface correspondante de (A2). Du coup Q l = -Q 2 necessairement. 

Theoreme : les charges electriques portees par deux elements correspondants sont opposees. 



III. 2. 2- Phenomene confluence electrostatique 

Jusqu'a present nous n'avons aborde que les conducteurs charges, isoles dans l'espace. Que se 
passe-t-il lorsque, par exemple, on place un conducteur neutre dans un champ electrostatique 

uniforme ? Etant neutre, sa charge Q = ffo dS doit rester nulle. Mais etant un conducteur, 

Surface 

les charges sont libres de se deplacer : on va done assister a un deplacement de charges 
positives dans la direction de E et de charges negatives dans la direction opposee. On obtient 
alors une polarisation du conducteur (creation de poles + et -), se traduisant par une 
distribution surfacique a non-uniforme (mais telle que Q=0). 




Considerons maintenant le cas plus complique d'un conducteur (Al) de charge Q l avec une 
densite surfacique o l , place a proximite d'un conducteur neutre (A2). En vertu de ce qui a ete 
dit precedemment, on voit apparaitre une densite surfacique o 2 non-uniforme sur (A2) due au 
champ electrostatique de (Al). Mais, en retour, la presence de charges o 2 situees a proximite 
de (Al) modifie la distribution de charges o l ! A l'equilibre electrostatique, les deux 
distributions de charges o l et o 2 dependent l'une de l'autre. On appelle cette action 
reciproque, l'influence electrostatique. Dans cet exemple, l'influence est dite partielle, car 
l'ensemble des lignes de champ electrostatique issues de (Al) n'aboutissent pas sur (A2). Soit 
q 2 la charge portee par la region de (A2) reliee a (Al). En vertu du theoreme des elements 

correspondants, on a \q 2 \< |<2, | . 

.A, 

On peut creer des conditions d'influence electrostatique 

totale en pla§ant (Al) a l'interieur de (A2). Puisque l'ensemble des 
lignes de champ issues de (Al) aboutit sur (A2), on voit apparaitre la 
charge Q 2 m = -Q l sur la face correspondante interne de (A2), et ceci 
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quelle que soit la position de (Al). Cette propriete (demontree a partir du theoreme des 
elements correspondants) est connue sous le nom de theoreme de Faraday. La charge 
electrique totale sur (A2) est simplement Q 2 = Q 2 int + Q 2 a = -Q x + Q 2 ext . 

Notion d' ecran ou de blindage electrostatique : la cage de Faraday 

Un conducteur a l'equilibre a un champ nul : de ce fait, s'il possede une cavite, celle-ci se 
trouve automatiquement isolee (du point de vue electrostatique) du monde exterieur. On 
definit par ecran electrostatique parfait tout conducteur creux maintenu a un potentiel 
constant. 

Lorsqu'on relie (A2) au sol, on a Q 2 xl = 0(les charges s'ecoulent vers la Terre ou proviennent 
de celle-ci). Dans ce cas, le champ electrostatique mesure a l'exterieur de (A2) est nul, malgre 
la presence de (Al) charge a l'interieur de (A2). Ainsi, l'espace exterieur a (A2) est protege 
de toute influence electrostatique provenant de la cavite. L'inverse est egalement vrai. 



Q>0 




Masse (sol) 



Masse (sol) 



Prenons maintenant le cas ou (Al) porte une charge nulle et ou (A2) est place a proximite 
d'autres conducteurs charges. A l'equilibre, on aura Q 2 mt = mais un champ electrostatique 
non nul mesure a l'exterieur de (A2), dependant de la distribution surfacique externe de (A2). 
Ainsi, malgre la charge portee par la surface exterieure de (A2), la cavite interne possede un 
champ electrostatique nul. Nous voyons done que le champ electrostatique regnant a 
l'interieur de (A2) est parfaitement independant de celui a l'exterieur. Noter que ceci reste 
vrai meme si (A2) n'est pas maintenu a potentiel constant. 

Une combinaison lineaire de ces deux situations permettant de decrire tous les cas possibles, 
nous venons de demontrer que tout conducteur creux maintenu a potentiel constant constitue 
bien un ecran electrostatique dans les deux sens. Un tel dispositif est appele cage de Faraday. 

Alors que la distribution des charges Q 2 m depend de la position de (Al), celle des charges 
Q 2 a portees par la surface externe de (A2) depend, elle, uniquement de ce qui se passe a 
l'exterieur. 



Applications : 

1 . Protection contre la foudre : un paratonnerre est en general complete par un reseau de 
cables entourant l'edifice a proteger, relies a la Terre. 

2. Tout conducteur transportant un courant faible est entoure d'une gaine metallique (appelee 
blindage) reliee au sol. Cette gaine est parfois simplement le chassis de l'appareil. 



31 



III. 2. 3- Coefficients confluence electrostatique 

Nous avons vu que lorsque plusieurs conducteurs sont mis en presence les uns des autres, ils 
exercent une influence electrostatique reciproque. A l'equilibre (mecanique et 
electrostatique), les densites surfaciques de chaque conducteur dependent des charges qu'ils 
portent, de leur capacite et de leurs positions relatives. Si Ton cherche a calculer, par exemple, 
le potentiel pris par l'un des conducteurs, alors il nous faut resoudre le probleme complet : 
calculer les potentiels de tous les conducteurs. 

Soit un ensemble de n conducteurs (Ai) de charge electrique totale Q i et potentiel V n en 
equilibre electrostatique. Prenons (Al) et appliquons la notion vue precedemment de 
superposition des etats d'equilibre. On peut toujours decomposer la distribution surfacique sur 

n 

(Al) de la forme o l = \ o Xj ou o n est la densite surfacique de charges apparaissant sur (Al) 

7 = 1 

si tous les autres conducteurs etaient portes au potentiel nul (mais presents ) et o Xj celle 

apparaissant lorsque tous (y compris Al) sont portes au potentiel nul, sauf (Aj). On peut alors 
ecrire que la charge totale sur (Al) est 

n 

Q x =ffcr l dS = 2jJ CT i/ 5 = 0" + 012 + - + 0i« 

Pour connaitre Q { il faut done connaitre les n etats d'equilibre electrostatique. Considerons le 
premier, celui ou tous les autres conducteurs en presence sont mis au potentiel nul. Dans ce 
cas, on a 

3n = c nK 

?21 = ^21 M 



En effet, la charge apparaissant sur (Al) ne peut etre due qu'a V,, C n etant la capacite du 
conducteur (Al) en presence des autres conducteurs . Mais par influence, une distribution o jX 

apparait sur tous les autres conducteurs (Aj). Celle-ci depend du nombre de lignes de champ 
qui joignent (Al) a chaque conducteur (Aj). En vertu du theoreme des elements 
correspondants, la charge qui « apparait » est de signe oppose a celle sur (Al), elle-meme 
proportionnelle a q n done a V x : les coefficients d'influence C jl sont done negatifs . 
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Considerons maintenant le deuxieme etat d'equilibre, ou tous les conducteurs sauf (A2) sont 
mis au potentiel nul. On a alors dans ce cas 

#12 = ^-12 '2 



*?22 ^22 *2 



7 , = c 7 v 2 

z«2 «2 2 



Bien evidemment, en reproduisant cette operation, on obtient que l'etat d'equilibre le plus 
general est decrit par 



Qt = 4n + 4,- 2 + - + Vtn = 2 ^ = 2 C ^ 



ou, sous forme matricielle, 



j-i j'-i 



/GA 



\<2„/ 



c, 



c„ 



c, 



In 



c„ 



ra 



\K/ 



Les coefficients C tj sont appeles coefficients d' influence. Les coefficients C„ sont parfois 

appeles coefficients de capacite ou capacites des conducteurs en presence des autre s. II ne 

faut pas les confondre avec les capacites propres C, des conducteurs isoles, seuls dans 
l'espace. D'une fa§on generale, on a la proprietes suivantes : 

1. Les C u sont toujours positifs. 

2. Les Q sont toujours negatifs et 



C =C 



(matrice symetrique). 



3. 



C >-\C 



, l'egalite n'etant possible que dans le cas d'une influence totale. 



La derniere inegalite est une consequence du theoreme des elements correspondants. En effet, 
prenons le conducteur (Al) porte au potentiel V l alors que les autres sont mis au potentiel nul. 
Tous les tubes de flux partant de (Al) n'aboutissent pas necessairement a un autre conducteur 
(ils ne le feraient que pour une influence totale). Done, cela signifie que la charge totale situee 
sur (Al) est (en valeur absolue) superieure a l'ensemble des charges situees sur les autres 

conducteurs, e'est a dire Q v = C n Vj > \q 2l \ + ■■■ + \q n \ = "S Ciri • 

Exemple 

Soient deux conducteurs spheriques, (Al) et (A2), de rayons T^et R 2 portant une charge Q v 
et Q 2 , situes a une distance d l'un de l'autre. A quels potentiels se trouvent ces deux 
conducteurs ? 



d=0 1 2 »Ri,R 2 





En vertu du principe de superposition, le potentiel de (Al), pris en son centre O est 



AjlE n 



pp 



,o 2 dS 2 
P 2 



ou le premier terme est du aux charges Q { et le second a celles situees sur (A2). Lorsque la 
distance d est beaucoup plus grande que les rayons, on peut assimiler P 2 « O'O = d pour tout 
point P 2 de la surface de (A2) et Ton obtient 
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V,(0) 



e. 



e 2 



Q l + Q 2 



Ajie a R x 4jte d C x C d 
ou Ton reconnait en C l la capacite d'une sphere isolee et en C d un coefficient qui depend a la 
fois de la geometrie des deux conducteurs et de leur distance. En faisant de meme pour (A2), 
on obtient 

q 2 , a 



V 2 (0') 



4jie R 2 



+ 



4jre d 



o 1+ a 



'2 ^d 

ou C 2 est la capacite de (A2) isolee. On obtient done un probleme lineaire qui peut se mettre 
sous la forme matricielle suivante 

1 



l 



i 



\sj V-"i 



(QA (VA 



\Q: 



2/ 



\^2/ 



e'est a dire V^ = D^Qj ou la matrice Z> est connue a partir de l'inverse des diverses capacites. 

Si Ton veut se ramener au probleme precedent (calcul des charges connaissant les potentiels), 
e'est a dire a la resolution de Q, = C,,V, , ou C„ est la matrice des coefficients d'influence, il 

faut inverser la matrice Z>. On obtiendra en effet Q i = D~ l ijVj, ce qui donne C Vj = D~\j. Dans 

le cas present, on obtient 



C, 



Q 



l- 



c c 
c 2 



c 



c, 



I _ ^1^2 



c = c 



c, 



rr 

, -l , -'2 

CC 

c 2 



On voit clairement sur cet exemple (1) que les capacites en presence des autres conducteurs 
C u ne sont pas identifiables aux capacites propres C, des conducteurs isoles dans l'espace et 
(2) les coefficients d'influence C tj sont bien negatifs. 



111.3- Le condensateur 



.3.1- Condensation de I'electricite 



Definition : On appelle condensateur tout systeme de deux conducteurs en influence 
electrostatique . II y a deux sortes de condensateur s : 

• a armatures rapprochees 

• a influence totale 





'Armatures rapprochees Influence totafe 

En general, les deux armatures sont separees par un materiau isolant (un dielectrique), ce qui a 
pour effet d'accroitre la capacite du condensateur. Dans ce qui suit on suppose qu'il n'y a que 
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du vide. Soient done deux conducteurs (Al) et (A2) portant une charge to tale Q l et Q 2 et de 
potentiels V x et V 2 . D'apres la section precedente, on a 

rQ-c u v 1 + c n v 2 

\Q 2 = C 2l V { + C 22 V 2 
Les coefficients C tj etant independants des valeurs de Q et de V, il suffit, pour les trouver, de 
considerer des cas particuliers simples (formellement on a ici 2 equations a 4 inconnues). 

Regardons ce qui se passe dans le cas d'un condensateur a influence totale, e'est a dire un 
condensateur pour lequel on a 

Q 2 =Q 2 ext +Q 2 int = Q 2 ext -Q 1 

Si on relie (A2) a la masse ( V 2 = 0, Q 2 a = car on neglige toute influence exterieure), alors 
on obtient 



re, = -q. 



2 



\C = -C 

La premiere relation n'est vraie que si (A2) est a la masse, mais la seconde est generale. Par 
ailleurs, on sait que C l2 = C 2l (on peut aussi le redemontrer en reliant les deux conducteurs 
par un fil (V i = V 2 ) et choisir Q l = 0). Par convention, la capacite C du condensateur, sa 
charge Q et sa tension entre armatures sont alors definies de la facon suivante, 

C = C n 

U = V l -V 2 
ce qui fournit la relation des condensateurs 



Q = CU 



Remarques 

1 . Pourquoi appelle-t-on ces dispositifs des condensateurs ? Parce qu'ils permettent de 
mettre en evidence le phenomene de « condensation de l'electricite », a savoir 
l'accumulation de charges electriques dans une petite zone de l'espace. Ainsi, en 
construisant des condensateurs de capacite C elevee, on obtient des charges electriques Q 
elevees avec des tensions U faibles. 

2. La charge situee sur l'armature (A2) est Q 2 = Q 2 xt - Q (pour un condensateur a influence 
totale) et, en toute rigueur, ne vaut -Q que lorsque (A2) est mise a la masse. En general, 
elle reste cependant negligeable devant Q dans les cas considered dans ce cours et on n'en 
tiendra done pas compte. 

Pour un condensateur a armatures rapprochees, on obtient le meme resultat, moyennant une 
separation faible (devant leur taille) des conducteurs. Dans ce type de condensateur, les 
charges Q v et Q 2 correspondent a celles qui se trouvent reparties sur l'ensemble de la surface 
de chaque conducteur. Mais si la distance est faible, l'influence electrostatique va condenser 
les charges sur les surfaces en regard, de telle sorte que Ton peut faire l'hypothese suivante 

Q 2 =Qr +Qi =Qr -Qf ~Qr -a 

ce qui nous ramene a une expression identique a celle d'un condensateur a influence totale. 
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III. 3. 2- Capacites de quelques condensateurs simples 

Dans ce qui suit, nous allons voir plusieurs exemples de calculs de capacites. Pour obtenir la 

capacite C d'un condensateur, il faut calculer la relation entre sa charge Q et sa tension U, 

c'est a dire 

2 o 

U=V l -V 2 = fE-dl = — 

Autrement dit, il faut etre capable de calculer la circulation du champ electrostatique entre les 
deux armatures ainsi que la charge Q. 



(a) Condensateur spherique 

Soit un condensateur constitue de deux armatures spheriques de meme centre O, de rayons 
respectifs 7? : et i? 2 , separees par un vide (R 2 > R { ). D'apres le theoreme de Gauss, le champ 
electrostatique en un point M situe a un rayon r entre les deux armatures vaut 

Q - 




E(r) 



4jie r 



en coordonnees spheriques, ce qui donne une tension 

U = V-V 2 = fE-d? = -^—(- - 

I 4«r U R 2 

et fournit done une capacite totale 



C = — = Am, 

U 



R t R 2 



R 2 - R l 



(b) Condensateur cylindrique 

Soit un condensateur constitue de deux armatures cylindriques coaxiales de longueur infinie, 
de rayons i? : et R 2 , separees par un vide (i? 2 > R { ). Soit "k la charge par unite de longueur du 

cylindre interieur. D'apres le theoreme de Gauss, le champ 

electrostatique entre les deux armatures s'ecrit 

E(P) = ~ u 

2ji8 p 

en coordonnees cylindriques, ce qui donne une tension 
U = Vi -V 2= [E.dp = -^ln^ 

et une capacite par unite de longueur 





(c) Condensateur plan 

Soient deux armatures (Al) et (A2) planes paralleles infinies, orthogonales a un meme axe Ox 
de vecteur unitaire i et situees a une distance d = x 2 - x x l'une de l'autre. L'armature (Al) 
porte une densite surfacique de charges a et (A2), en vertu du theoreme des elements 
correspondants, porte une densite -a . Entre les deux armatures, le champ electrostatique est 
la superposition des champs crees par ces deux plans infinis, c'est a dire 
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E = E l + E 2 



a 

2e n 



i + 



^H) 



a 



2e 



i 



"''0 ''O 

v 2 La difference de potentiel entre les deux armatures 
est alors 

X, 

o 



u = v-v n = 



f E - 



dx 



-d 



"0 



d'ou une capacite par unite de surface 



U d 



La valeur numerique de la permittivite e a ete mesuree grace a un condensateur plan. 



1.3.3- Associations de condensateurs 



(a) Condensateurs en parallele 

Soient n condensateurs de capacites C t mis en parallele avec la meme tension U = Vj - V 2 . La 
charge electrique de chacun d'entre eux est donnee par <2, = C t U . La charge electrique totale 
est simplement 



e-2a- Jc; 



[/ 



ce qui correspond a une capacite equivalente 
individuelles. 



c=2c 

/=i 



qui est la somme des capacites 



(b) Condensateurs en serie 

Soient n condensateurs de capacites C l mis en serie les uns derriere les autres. On porte aux 
potentiels V^ et V n les deux extremites de la chaine et on apporte la charge Q sur le premier 
condensateur. En supposant que tous les condensateurs sont initialement neutres, il s'etablit la 
charge ±Q (par influence) sur les armatures des condensateurs adjacents. La tension totale aux 
bornes de la chaine de condensateurs s'ecrit alors simplement 

u = v -v n =(v -v 1 ) + (v 1 -v 2 ) + - + (v n _ 1 -v n ) 



Q Q Q 

— + — + ••• + — 

c c c 



et correspond a celle d'une capacite unique C de capacite equivalente 



c he 



1=1 c, 



+Qi 
-Qi 



+Q2_L +Q 3 . 

-Q 2 — i- -Qs 



X 



+Qn 
-Qn 



J 



Vo 



+Q -Q +Q-Q 



1 



Vn 

—I — 



+Q-Q 



Condensateurs en parallele 



Condensateurs en serie 
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Chapitre IV- Energie et actions electrostatiques 

IV. 1- Energie potentielle electrostatique 

IV. 1.1- Energie electrostatique d'une charge ponctuelle 

Comment mesure-t-on l'energie potentielle gravitationnelle d'un corps de masse m ? On le 
deplace d'une position initiale jusqu'a une position finale (on exerce done une force) puis on 
le lache sans vitesse initiale. S'il acquiert une vitesse, e'est qu'il developpe de l'energie 
cinetique. Or, en vertu du principe de conservation de l'energie, cette energie ne peut provenir 
que d'un autre reservoir energetique, appele energie potentielle. Comment s'est constitute 
cette energie potentielle gravitationnelle ? Grace au deplacement du corps par l'operateur. 
Ainsi, le travail effectue par celui-ci est une mesure directe de l'energie potentielle. On va 
suivre le meme raisonnement pour l'energie electrostatique. 

Definition : l'energie potentielle electrostatique d'une particule char gee placee dans un 
champ electrostatique est egale au travail qu'il faut fournir pour amener de fagon quasi- 
statique cette particule de I'infini a sa position actuelle. 

Prenons une particule de charge q placee dans un champ E . Pour la deplacer de I'infini vers 
un point M, un operateur doit fournir une force qui s'oppose a la force de Coulomb. Si ce 
deplacement est fait suffisamment lentement, la particule n'acquiert aucune energie cinetique. 
Cela n'est possible que si, a tout instant, F ext = -F = -qE . Le travail fourni par l'operateur 
sera done 

MM M 

W(M) = CdW = [F^ ■ dr = - [qE ■ dr = q[V(M) - V(oo)] 

CO 00 CO 

Puisqu'on peut toujours definir le potentiel nul a I'infini, on obtient l'expression suivante pour 
l'energie electrostatique d'une charge ponctuelle situee en M 



W e =qV 



On voit done que le potentiel electrostatique est une mesure (a un facteur q pres) de l'energie 
electrostatique : e'est du au fait que V est lie a la circulation du champ. Autre remarque 
importante : l'energie est independante du chemin suivi. 



IV.1.2- Energie electrostatique d'un ensemble de charges ponctuelles 

Dans la section precedente, nous avons considere une charge q placee dans un champ E 
exterieur et nous avons ainsi neglige le champ cree par la charge elle-meme. Mais lorsqu'on a 
affaire a un ensemble de N charges ponctuelles q ( , chacune d'entre elles va creer sur les 
autres un champ electrostatique et ainsi mettre en jeu une energie d'interaction electrostatique. 
Quel sera alors l'energie potentielle electrostatique de cet ensemble de charges ? 

Soit la charge ponctuelle q l placee en P r On amene alors une charge q 2 de I'infini jusqu'en 
P 2 , e'est a dire que Ton fournit un travail W 2 = q 2 V l (P 2 ) = ^^(Pj) = W l identique a celui qu'il 
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aurait fallu fournir pour amener q x de l'infini en P ; en presence de q 2 deja situee en P 2 . Cela 
signifie que ce systeme constitue de 2 charges possede une energie electro statique 

w _q&^ mWmWm L( W + W ) 

4jie r n 2 

ou r 12 = P,P 2 . 

Remarque : Dans cette approche, nous avons considere q 2 immobile alors que Ton 

rapprochait q v En pratique evidemment, c'est la distance entre les deux charges qui diminue 

du fait de Taction de l'operateur exterieur a la fois sur q 1 et q 2 (avec F extn = -F ext/2 puisque 
F V2 = -F 2n ). On aurait aussi bien pu calculer le travail total fourni par l'operateur en evaluant 
le deplacement de q l et de q 2 de l'infini a la distance intermediate (« M/2 »). Une autre facon 
de comprendre cela, c'est de realiser que nous avons evalue le travail fourni par l'operateur 
dans le referentiel lie a q 2 (immobile). Celui-ci est identique au travail evalue dans un 
referentiel fixe (ou q l et q 2 se deplacent) car le deplacement des charges s'effectue de 
maniere quasi-statique (aucune energie n'a ete communiquee au centre de masse). 



Si maintenant on amene une 3 eme charge q 3 de l'infini jusqu'en P 3 (q l et q 2 fixes), il faut 
fournir un travail supplementaire 



1 



^JL Cri \ ' ] ~i 



qsh+Mi 



'23 



correspondant a une energie electrostatique de ce systeme de 3 charges 



W = 



1 



4jre \ r n 



Mi + Mi + Mi 



Ainsi, on voit qu'a chaque couple q t q^ est associee une energie potentielle d' interaction. Pour 
un systeme de N charges on aura alors 



4ne tt+4 r tj 



lU^^Vi r ij 



couples i=\ j>i ij i = \ j*i ij i=\ 

ou le facteur 1/2 apparait parce que chaque couple est compte deux fois. L' energie 
electrostatique d'un ensemble de N charges ponctuelles est done 



ou Vi V t )--}—Y- 

Alt e ~ r 



T 

3*1 'ij 



est le potentiel cree en P ( par toutes les autres charges. 



Pour une distribution continue de charges, la generalisation de la formule precedente est 
evidente. Soit dq la charge situee autour d'un point P quelconque de la distribution. L'energie 
electrostatique de cette distribution s'ecrit 



W = 



1 



fdqV(P) 



ou V(P) = 



distribution 

1 



4-jte, 



S 



dq(P') 



distribution 



PP' 
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est le potentiel cree par toute la distribution. En effet ici, il n'est pas necessaire d'exclure 
explicitement la charge situee en P puisque dq(P) peut tendre vers zero avec l'element 
infinitesimal (contribution nulle a l'integrale, absence de divergence). 



IV. 1.3- Energie electrostatique d'un conducteur en equilibre 



Soit un conducteur isole, de charge Q distribute sur sa surface S. L'energie potentielle 
electrostatique de ce conducteur est alors 

W e = UdqV(V) = ^fdq = ^ 
s s 

puisqu'il est equipotentiel, c'est a dire 



w : = ^ Q v = -cv 2 = -^- 

e 2 2 2 C 



Ceci est l'energie necessaire pour amener un conducteur de capacite C au potentiel V. Puisque 
cette energie est toujours positive cela signifie que, quel que soit V (et done sa charge Q), cela 
coute toujours de l'energie. 




Soit un ensemble de N conducteurs charges places dans un volume V. A l'equilibre, ils ont 
une charge Q i et un potentiel V j . En dehors du volume occupe par chaque conducteur, il n'y a 
pas de charge done dq=0. L'energie electrostatique de cette distribution de charges est alors 
simplement 



1 1 N 1 N 

W e = -JdqV(P) = -JfdvX = « 2 V J d * 



c'est a dire 



1 N 



IV.1.4- Quelques exemples 



Exemple 1 : Le condensateur 

Soit un condensateur constitue de deux armatures. L'energie electrostatique de ce systeme de 
deux conducteurs est 



W^^QM+Q^^^Q^-V^^^QU 



c'est a dire 
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w e - 


■V- 

2 


= -cr/ 2 = 

2 


_1G 2 

2 C 



Ainsi done, un condensateur peut emmagasiner de l'energie electrostatique. Mais ou est-elle 
stockee ? Sous quelle forme ? 

Prenons le cas d'un condensateur plan de densite surfacique a uniforme et dont les armatures, 
separees d'une distance d, ont une surface S commune. L'energie de ce condensateur s'ecrit 

1 D 2 1 (rrS? 1 I rr W 

W=- 



\Q 2 l(oSf 1 (o\,„* e n E\. rrre n E 2 



M = ^ = //P^ 



\ £ o) 2. 2/2 



2 C 2 £qS_ 

d 
ou 1/ est le volume compris entre les deux armatures, ou reside le champ E. On voit done sur 

cet exemple que l'energie du condensateur est stockee dans le champ lui-meme. 



Exemple 2 : Le dipole 

Soit un dipole electrostatique place dans un champ electrostatique E ext On s'interesse a 
l'energie potentielle d'interaction electrostatique entre ce dipole et le champ et non pas a celle 
qui existe entre la charge +q et -q du dipole lui-meme. On considere done le dipole comme un 
sy steme de deux charges, -q placee en un point A et +q en B, n'interagissant pas entre elles . 
L'energie electrostatique de ce systeme de charges est simplement 

B 

W e = ~qV ext (A) + qV ea (B) = -q j£^ • Tr - -q E^ • AS 

A 

ce qui donne 



W e = -p-E, 



e.\i 



ou p = q AB est le moment dipolaire electrique. 

Remarque : L'energie electrostatique entre la charge +q et -q du dipole lui-meme est 

2 _^ 

W e = = p- E(B) . Si le champ exterieur est bien superieur au champ cree par la 

Ajis AB 

charge -q en B , alors cela signifie que le dipole est profondement modifie (voire brise) par le 
champ : l'energie d'interaction est superieure a l'energie interne de liaison. Cependant, la 
distance AB etant en general tres petite, cela ne se produit pas et le dipole se comporte comme 
un systeme lie, sans modification de son energie interne (ceci n'est pas tout a fait exact : un 
champ exterieur peut faire osciller les deux charges autour de leur position d'equilibre, 
induisant ainsi une variation de leur energie de liaison). 



Exemple 3 : Un conducteur charge place dans un champ exterieur 

Soit un conducteur portant une charge Q et mis au potentiel V en 1' absence de champ 

QV 

exterieur. II possede done une energie electrostatique interne W eint = , correspondant a 

l'energie qu'il a fallu fournir pour deposer les Q charges au potentiel V sur le conducteur. 

Si maintenant il existe un champ exterieur E ext , alors le conducteur prend un nouveau 

QV 

potentiel V et son energie peut s'ecrire W e = . Comment calculer V ? 
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La methode directe consiste a prendre en compte la polarisation du conducteur sous l'effet du 

champ exterieur et calculer ainsi la nouvelle distribution surfacique o (avec Q = jj odS). 

s 
Une autre methode consiste a considerer la conservation de l'energie : en placant le 
conducteur dans un champ exterieur, on lui fournit une energie potentielle d'interaction 
electro statique qui s'ajoute a son energie electrostatique « interne ». Supposons (pour 
simplifier) que le champ exterieur E ext est constant a l'echelle du conducteur. Alors ce dernier 
se comporte comme une charge ponctuelle placee dans un champ et possede done une energie 
potentielle d'interaction electrostatique W eext =QV ext . L'energie electrostatique totale sera 
alors 



W e =QV exl + — c®stadire V'-V + 2V a 



IV.2- Actions electrostatiques sur un conducteur en equilibre 

IV.2.1- Notions de mecanique du solide 

a) Calcul direct des actions (force et moment d'une force) 

Un conducteur etant un solide, il faut faire appel a la mecanique du solide. Tout d'abord, on 
choisit un point de reference O, des axes et un systeme de coordonnees respectant le plus 
possible la symetrie du solide. La force et le moment de cette force par rapport au point O 
sont alors 

P. JdF 



T = f dT n = [OP a dF 



solide solide 

ou dF est la force s'exercant sur un element infinitesimal centre autour d'un point P 
quelconque du solide et ou l'integrale porte sur tous les points du solide. Le formalisme de la 
mecanique du solide considere ensuite que la force totale ou resultante F s' applique au 
barycentre G du solide. 

b) Liens entre travail d'une action (force ou moment) et Faction elle-meme 

Lors d'une translation pure du solide, considere comme indeformable, tout point P du solide 

subit une translation d'une quantite fixe : dr = r' - r = e. La force totale responsable de ce 
deplacement doit fournir un travail 



dW = JdF-dr= JdF~e = J dF 

solide solide \ solide j 



e = F ■ e 



3 



1=1 
ou F est la resultante de la force s'exercant sur le solide et les x t les coordonnees du centre 
de masse du solide. 

Dans le cas de rotations pures , on ne s'interesse qu'au moment des forces responsables de ces 
rotations. Celles-ci sont decrites par trois angles infinite simaux da i autour de trois axes A., 

passant par le centre d'inertie G du solide et engendres par les vecteurs unitaires u i . 
L'expression generale du moment d'une force (ou couple) par rapport a G est alors 
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! = 1 




Lors de rotations du solide, le vecteur reperant la position d'un 
de ses points P quelconque varie suivant la regie 



i 

dloP^^da^hOP 

1=1 

Le travail fourni par le moment de la force est 

dW = CdFdOP = J dF-l^da^AOP 

solide solide \ i—1 , 

= \ da i u i -i [OP a dF\ =\ da i u i • T 

' = 1 \ solide I ' = 1 



Dans le cas general d'une translation accompagnee de rotations, 
chaque effet produit une contribution au travail fourni lors de l'interaction. 



c) Calcul des actions a partir de Venergie potentielle (methode des travaux virtuels) 

Si Ton a cherche le lien entre travail de Taction et les composantes de celle-ci, c'est qu'il est 
possible de calculer ces dernieres en appliquant le principe de conservation de l'energie. 
En effet une force produit un mouvement de translation de 1' ensemble du solide tandis que le 
moment de la force produit un mouvement de rotation. Ces deux actions correspondent a un 
travail, done a une modification de l'energie d' interaction. 

L'energie mecanique E m d'un solide s'ecrit E m = E c + E p ou E c est son energie cinetique et 
E son energie potentielle d' interaction. Si le solide est isole , son energie mecanique reste 
constante, c'est a dire dE m = , et Ton obtient ainsi le theoreme de l'energie cinetique 

dE c = dW = -dE p 
Si Ton a par ailleurs l'expression de l'energie potentielle E alors on peut directement 
exprimer la force ou son moment (exprimes dans dW) en fonction de E . 

Si, lors de revolution du solide, celui-ci n'est pas isole et re§oit ou perd de l'energie, on a 
dE m * 0, c'est a dire 

dE c = dW = dE m - dE p 

On voit done que dans ce cas, le lien entre la force (ou son moment) et l'energie potentielle 
n'est plus direct. Si Ton veut faire un tel lien, il faudra alors retrancher au travail la partie due 
a cet apport (ou perte) d'energie mecanique. II faudra alors considerer chaque cas particulier. 
Nous allons illustrer cette approche ci-dessous. 
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IV. 2.2- Calcul direct des actions electrostatiques sur un conducteur charge 

Revenons maintenant au cas d'un conducteur charge place dans un champ electrostatique 
E ext . Celui-ci produit une force de Coulomb sur chaque charge electrique distribute sur la 
surface S du conducteur. D'apres ce que nous avons vu precedemment, la force totale s'ecrit 



F = CCd 2 F = \\oE ea d 2 S = ffPd 2 Sn 



ou P est ici la pression electrostatique tandis que le moment de la force electrostatique s'ecrit 



r„ - J OP a d 2 F=ffOP a d 2 qE =ffOP A—nd 2 S 



o 



sulldc 



2e 



o 



Mais ces expressions ne sont utilisables que si Ton peut calculer la densite surfacique a. 
Lorsque ce n'est pas le cas, il faut utiliser la methode ci-dessous. 



IV. 2.3- Calcul des actions electrostatiques a partir de I'energie 



Soit un sy steme de deux conducteurs charges (Al) et (A2). Pour connaitre la force F exercee 
par (Al) sur (A2), on suppose qu'un operateur exterieur exerce une force F ext s'opposant a F . 
Cette demarche est tout a fait intuitive. Connaissant F ext , on en deduira F = -F ext . Cette 
methode s'appelle methode des travaux virtuels. 

Un conducteur en equilibre electrostatique etant caracterise par un potentiel V et une charge 
Q, il y a deux cas extremes qu'il faut considerer separement. 



a) Systeme isole : charges constantes 

Ai 




A 2 



X 



ext 



F l/2 F e 

Systeme isoCe: charges constantes 

On se place a l'equilibre mecanique, done F ext = -F. Imaginons maintenant un deplacement 
elementaire autour de cette position. L'operateur fournit alors un travail 
dW = F ext - dr = -F '■ dr , oppose a celui fournit par la force electrostatique. En vertu du 
principe de conservation de I'energie, ce travail est recu par (A2), sous forme d'energie 
electrostatique 

_ _ 3 
dW e = dW=-F-dr = -^ Fidx t 

Or, I'energie electrostatique est une fonction de la position de (A2), done 

dW„ = \ — - dx t . Autrement dit, dans le cas d'un deplacement d'un conducteur isole on 

ti\dx i ) Q 

doit avoir a tout moment 
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dx i = dW = F ext • dr = -F • dr = - V ^^, 



c'est a dire une force electrostatique 




exercee par (Al) sur (A2). Notez que les variables x f decrivent la distance entre (Al) et (A2). 
Cette force peut aussi s 'interpreter comme une force interne exercee par un conducteur sur 
une partie de lui-meme. Ainsi, cette expression est egalement valable dans le cas d'un 
conducteur qui serait soumis a une deformation : ce serait la force exercee par le conducteur 
sur une partie de lui-meme lors d'une modification de son energie d'interaction 
electrostatique W e . 

Dans le cas de rotations pures, l'energie depend des differents angles et Ton va plutot ecrire 
pour un conducteur isole (Q constant) 



™--m 



da. = dW = F„„, • dr = -F • dr 



-1^ 



da. 



c'est a dire un moment des forces electrostatiques r = y T i u i dont les composantes verifient 




L'utilisation de ces deux dernieres expressions necessite de calculer l'energie electrostatique 
W e et sa dependance en fonction de la position du (ou des) conducteur(s). 

La presence du signe moins indique que les actions electrostatiques (forces et moments) 
tendent toujours a ramener le conducteur vers une position d 'energie maximale. 



b) Systeme relie a un generateur : potentiels constants 




ext 



X 



Systeme non isoCe: yotentieis constants 
A proximite de l'equilibre mecanique (F ext = -F), on effectue un petit deplacement autour de 
cette position. L'operateur fournit toujours un travail dW = F ext ■ dr = -F • dr, oppose a celui 

fournit par la force electrostatique, mais il existe une deuxieme source d'energie, le 
generateur. Lors du deplacement, celui-ci maintient les potentiels V v et V 2 constants. Cela ne 
peut se faire qu'en modifiant la charge Q { et Q 2 de chaque conducteur. Ainsi, le generateur 
fournit un travail permettant d'amener des charges dQ l au potentiel V l et dQ 2 au potentiel V 2 , 
c'est a dire une energie fournie dE Gen = dQy x + dQ 2 V 2 . 
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En vertu du principe de conservation de l'energie, ces deux sources d'energies sont converties 
par (A2) sous forme d'energie electrostatique 

dW. = dW + dE n _ 



\d(Q l V l +Q 2 V 2 ) = -F-dr + dQft + dQ 2 V 2 



-(dQft + dQ 2 V 2 ) - dQ x V x - dQ 2 V 2 = -F-dr 



F-dr = -(dQK + dQ 2 V 2 ) = dW e 
jFA-if^l dx, 



i-l 



n \ toi , y 



Autrement dit, dans le cas d'un deplacement d'un conducteur relie a un generateur (V 
maintenu constant), la force electrostatique vaut 




Dans le cas de rotations pures, l'energie depend des differents angles et Ton obtient un 
moment des forces electrostatiques egal a 




Les expressions obtenues dans les deux cas consideres sont generales et independantes du 
deplacement elementaire. En fait celui-ci ne constitue qu'un artifice de calcul, connu sous le 
nom de methode des travaux virtuels. Notez qu'une telle methode s'appuie sur le principe de 
conservation de l'energie et done, necessite l'identification de l'ensemble des sources 
d'energie presentes. 



IV. 2.4- Exemple du condensateur 

L'energie electrostatique du condensateur s'ecrit W e = —QU = —CU 2 = . D'apres la 

section precedente, lorsque le condensateur est isole, la force electrostatique entre les deux 
armatures s'ecrit 

cW.\ Q 2 (dC\ lf(dC) 

2 



F : = 



dx. 



2C Z \ dx 



OX; 



Q — X--J/ " v-S/ 

Par contre, lorsque le condensateur est relie a un generateur, on a 

F _JdW\ _lf_(dC_ 
' \dx i ) u 2{dx t 

Ainsi, on vient de demontrer que, dans tous les cas , la force electrostatique existant entre les 
deux armatures d'un condensateur s'ecrit 



- U 2 ~ 
F = — VC 

2 
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On obtient de meme que le moment par rapport a l'axe A. de la force electrostatique s'ecrit 
dans tous les cas 




Remarques : 

1) Les actions electrostatiques tendent toujours a augmenter la capacite C d'un condensateur 

' j2 



2) La force est equivalente a l'expression F= CCd 2 F = CfPd 2 Sn, ce qui signifie que 

s s 

distribution de charges a doit s' arranger de telle sorte que ce soit effectivement le cas. 



la 



Exemple : le condensateur plan 



e,S 



Soit un condensateur plan de capacite C(x) = - JL - , ou S est la surface d'influence mutuelle 

x 

commune aux deux armatures et x = x 2 - x l la distance entre celles-ci. 



La force exercee par 1' armature 
1 sur 1' armature 2 est 




e Q S 



F = 

1 2ll 



2 dx 2 2 [x 2 -x { ) 

U 2 dC _ U 2 e S 
2 dx x 2 [x 2 - x x f 



Notez que la bonne utilisation de la formule generale (portant sur le gradient de C) necessite 
la comprehension de sa demonstration (ce que signifie la variable x). 



IV. 2.5- Exemple du dipole 



Soit un dipole electrostatique de moment dipolaire p place dans un champ exterieur E ext . On 
cherche dans un premier temps a calculer la force electrostatique exercee par ce champ sur le 
dipole. Celui-ci restant a charge constante, on va done utiliser l'expression obtenue pour un 
systeme isole 

'dW e \ d(p- E at ) 



F=- 



dX : 



BX; 



e'est a dire une expression vectorielle 



F=v(p-E ext ) 
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Sous l'effet de cette force, un dipole aura tendance a se deplacer vers les regions ou le champ 
electro statique est le plus fort. 

Le moment de la force electro statique est donne par 

'dw\ d (p' E ,«) 



r, = - 



da, ) Q da, 



avec r = V T,u, . On peut cependant clarifier considerablement cette expression. II suffit en 

1=1 
effet de remarquer que lors d'une rotation pure, le vecteur moment dipolaire varie comme 

dp = 2. da,u, Ap=N da, 

i=l i=l " a i 

puisqu'il depend a priori de la position du point considere, done des angles a r En supposant 
alors que le champ E ext est constant a l'echelle du dipole, on obtient 

r d(pjQ (dp) — ► / \ — > /- —~\ - 

r « = ~^- " = — ■ E e Xt = ("i A P) ■ E e Xl ={P* E e«y "i 



da., 



\<?o, 7 



e'est a dire l'expression vectorielle suivante 



r = p a E e 



Le moment des forces electrostatiques a done tendance a aligner le dipole dans la direction du 
champ exterieur. 
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Chapitre V- Electrocinetique 



V.1- Courant et resistance electriques 

V.1.1- Le courant electrique 



Nous avons vu qu'il etait possible d'electriser un materiau conducteur, par exemple par 
frottements. Si Ton met ensuite ce conducteur en contact avec un autre, le deuxieme devient a 
son tour electrise, c'est a dire qu'il a acquis une certaine charge Q. Cela signifie que lors du 
contact des charges se sont deplacees de l'un vers l'autre. On definit alors le courant par 



/ = 



dQ 
dt 



ou les unites sont les Amperes (symbole A). Dans le systeme international, l'Ampere est l'une 
des 4 unites fondamentales (avec le metre, le kilogramme et la seconde), de telle sorte que 

1 C =1 As (Ampere seconde). 
La definition precedente de I ne nous renseigne pas sur son signe, il faut choisir une 
convention. Par exemple, soit Q>0 la charge du conducteur initialement charge (Al). On a 
affaire ici a une decharge de (Al) vers (A2). Si Ton desire compter positivement le courant de 
(Al) vers (A2), alors il faut mettre un signe moins a l'expression ci-dessus. 



V.1 .2- La densite de courant electrique 

La raison physique du courant est un deplacement de charges, c'est a dire l'existence d'une 
vitesse organisee (par opposition a la vitesse d'agitation thermique) de celles-ci. Considerons 
done un fil conducteur de section S, dans lequel se trouvent n porteurs de charge q, animes 
d'une vitesse v dans le referentiel du laboratoire. Pendant un instant dt, ces charges 
parcourent une distance vdt . Soit d 2 Sn un element infinitesimal de surface mesure sur la 
section du fil, oriente dans une direction arbitraire. La quantite de charge electrique qui 
traverse cette surface pendant dt est celle contenue dans le volume elementaire dl/ associe 




c'est a dire 



/ = 



d Q = nqd V = nqvdt • d Sn 

On voit alors apparaitre un vecteur qui decrit les 
caracteristiques du milieu conducteur et qu'on appelle la 
densite de courant 

J-nqv 

exprimee en Amperes par metre carre (A m~ 2 ). Le courant I 
circulant dans le fil est relie a la densite par 
dQ = }_ «.,,- 1 
dt dt 



!F Q -7;}P" 2sd ' 



Sec! ton 



Seel ion 



1 = 



■ ff'- 

Section 



d 2 S 
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On dit que le courant dans un circuit est le flux a travers la section du fil de la densite de 
courant. Le sens du courant (grandeur algebrique) est alors donne par le sens du vecteur 
densite de courant. 

Un conducteur est un cristal (ex, cuivre) dans lequel se deplacent des particules chargees (ex, 
electrons). Suivant le materiau, les porteurs de charges responsables du courant peuvent etre 
differents. Dans un metal, ce sont des electrons, dits de conduction (la nature et le signe des 
porteurs de charge peuvent etre determines grace a l'effet Hall -voir cours magnetostatique). 
Dans un gaz constitue de particules ionisees, un plasma, ou bien dans un electrolyte, il peut y 
avoir plusieurs especes chargees en presence. En toute generalite, on doit done definir la 
densite locale de courant de la forme 



; = 2>< 



Wo 



ou Ton fait une sommation sur toutes les especes (electrons et ions) en presence. Dans le cas 
particulier d'un cristal compose d'ions immobiles (dans le referentiel du laboratoire) et 
d'electrons en mouvement, on a 

J = ~n e ev e 
ou e est la charge elementaire et n e la densite locale d'electrons libres. La densite de courant 
(done le sens attribue a I) est ainsi dans le sens contraire du deplacement reel des electrons. 

V.1.3- Loi d'Ohm microscopique (ou locale) 

Dans la plupart des conducteurs, on observe une proportionnalite entre la densite de courant et 
le champ electro statique local, 



j-r E 



ou le coefficient de proportionnalite y est appele la conductivity du milieu (unites : voir plus 
bas). On definit egalement r\ = A/, , la resistivite du milieu. La conductivite est une grandeur 

locale positive, dependant uniquement des proprietes du materiau. Ainsi, le Cuivre possede 
une conductivite y cu = 58 10 6 S/m, tandis que celle du verre (isolant) vaut y verre = 10~ n S/m. 

Une telle loi implique que les lignes de champ electrostatique sont egalement des lignes de 
courant, indiquant done le chemin pris par les charges electriques. Par ailleurs, comme y est 
positif, cela implique que le courant s'ecoule dans la direction des potentiels decroissants . 

D'ou peut provenir cette loi ? Prenons le cas simple d'une charge electrique q soumise a la 
force de Coulomb mais aussi a des collisions (modele de Drude). Ces collisions peuvent se 
decrire comme une force de frottement proportionnelle a la vitesse (moyenne) v de la charge. 
La relation fondamentale de la dynamique s'ecrit 

dv -£ i~ 
m — = qE - kv 

dt 
Cette equation montre qu'en regime permanent (stationnaire, mais non statique), la charge q 
atteint une vitesse limite v = \xE ou /<=q/k est appele la mobilite des charges. Ce regime est 
atteint en un temps caracteristique t = mlk , appele temps de relaxation. 
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Ainsi, la loi d'Ohm micro scopique (ou locale) s'explique bien par ce modele simple de 
collisions des porteurs de charge. Mais collisions avec quoi ? On a longtemps cru que 
c'etaient des collisions avec les ions du reseau cristallin du conducteur, mais il s'avere qu'il 
s'agit en fait de collisions avec les impuretes contenues dans celui-ci. 

Prenons le cas du Cuivre, metal conducteur au sein duquel existe une densite numerique 
d'electrons de conduction de l'ordre de n e = 8 10 28 m~ 3 . Le temps de relaxation est alors de 

x = -^y — - «2 10~ 14 s. C'est le temps typique entre deux collisions. Quelle est la distance 
e n e 

maximale parcourue par les electrons pendant ce temps (libre parcours moyen)? Elle depend 

de leur vitesse reelle : celle-ci est la somme de la vitesse moyenne v (le courant) et d'une 



vitesse d'agitation thermique de norme v th = JkT lm e »10 5 m/s a temperature ambiante mais 
dont la valeur moyenne (vectorielle) est nulle (pour memoire, un fil de Cuivre d'une section 
de 1 mm 1 parcouru par un courant de 1 A, possede une densite de courant de 10 6 Am' 1 et 
une vitesse moyenne de v = 0,007 mis). Le libre parcours moyen d'un electron serait alors de 



/ = v^t = 2 10 m 



un ordre de grandeur superieur a la distance inter-atomique (de l'ordre de 1' Angstrom). Ce ne 
sont done pas les collisions avec les ions du reseau qui sont la cause de la loi d'Ohm. 



V.1.4- Resistance d'un conducteur : loi d'Ohm macroscopique 



Considerons maintenant une portion AB d'un conducteur parcouru par un courant I. S'il 
existe un courant, cela signifie qu'il y a une chute de potentiel entre A et B, 



u-v t -v„- 



-B^ -^ 



C E- dl . On definit alors la resistance de cette portion par 



R.y- 

i 



p- 



dl 



IP*- 



d 2 S 



ou l'unite est l'Ohm (symbole Q). Dans le cas simple d'un conducteur filiforme de section S 
ou, sur une longueur L, le champ electrostatique est uniforme, on obtient le lien entre la 
resistance d'un conducteur (propriete macroscopique) et sa resistivite (propriete 
microscopique) 



„ EL L 
R = = ri- 

yES S 



qui montre que les unites de la resistivite sont le fim (Ohm metre). 

Associations de resistances 

(a) Resistances en serie 

Soient n resistances i?, mises bout a bout dans un circuit et parcourues par un courant I. La 

tension aux bornes de la chaine est simplement 

U = (V -V l ) + (V l -V 2 ) + - + (V n _ 1 -V n ) = R l I + R 2 I + - + R n I 
c'est a dire analogue a celle obtenue par une resistance unique dont la valeur est 



R 



n 
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Resistances en parallele 



V Vi V 2 



Resistances en serie 



(b) Resistances en parallele 

Soient n resistances 7? ( mises en parallele sous une tension U = V x - V 2 et alimentees par un 

courant I. Le courant se separe alors en n courants 

dans chacune des n branches. En vertu de la conservation du courant (voir ci-dessous), on a 
c'est a dire que l'ensemble des n branches est analogue a une resistance equivalente en serie 



R HRi 



V.2- Elements d'un circuit eiectrique 

V.2.1- Notion de circuit eiectrique 

Definitions : Un circuit eiectrique est constitue d'un ensemble de dispositifs appeles dipoles, 
relies entre eux par un fil conducteur et formant ainsi une structure fermee . Un nceud d'un 
circuit est une interconnexion ou arrivent 3 fils ou plus. Une branche est un troncon de circuit 
situe entre deux noeuds. Enfin, une maille est un ensemble de branches formant une boucle 
fermee. 



Un dipole s'insere dans un circuit par l'intermediaire de deux poles, l'un par ou s'effectue 
l'entree du courant (borne plus), l'autre la sortie (borne moins). II est caracterise par sa 
reponse a une difference de potentiel U entre ses bornes : c'est a dire la courbe 
caracteristique I=f(U). Un dipole passif a une courbe passant par l'origine. Un dipole actif 
fournit un courant (positif ou negatif) meme en l'absence d'une tension. Enfin, on appelle 
dipole lineaire tout dipole dont la courbe caracteristique est une droite. 

Nous avons vu que dans tout conducteur, la presence d'une resistivite entraine une chute de 
tension et, en toute rigueur, il en va de meme pour les fils. Mais ceux-ci etant mis en serie 
avec d'autres dipoles, on neglige en general la resistance des fils devant celle des dipoles 
presents. Done, les fils situes entre deux dipoles d'un circuit seront supposes 
equipotentiels. 

Remarques importantes 

1. Dans l'exemple cite en V.l.l, le courant I n'existe que lors d'un temps court, 
correspondant a une phase que Ton appelle regime transitoire. Dans ce qui suit, on 
s'interesse a des cas ou un courant est etabli de fa§on permanente dans un circuit, c'est a 
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dire dont I'intensite est la mime en tout point du circuit. Cela exige evidemment que le 
circuit soit ferme . 
2. Lorsqu'on ferme un circuit (par 1' intermediate d'un interrupteur par ex), il faut un temps 
tres court pour que les charges electriques « prennent connaissance » de l'ensemble du 
circuit. Ce temps correspond a celui pris par la lumiere pour parcourir l'ensemble du 
circuit. C'est ce temps qui compte pour nous puisque c'est celui d'etablissement du 
regime stationnaire. Autrement dit, tout ce qui est fait ici en courant continu, reste vrai 
pour un courant alternatif (du 50 Hz correspond a un temps de 20 ms, bien superieur a la 
duree du regime transitoire). 



V.2.2- Puissance electrique disponible 

Soit une portion AB d'un circuit, parcourue par un courant permanent I allant de A vers B. 
L'existence de ce courant implique que le potentiel en A est superieur a celui en B. Cette 
difference de potentiel se traduit par l'existence d'un champ electrostatique E produisant une 
force de Coulomb F = qE capable d'accelerer une charge q. Ainsi, soit P = F ■ v la puissance 

necessaire pour communiquer une vitesse v a une particule de charge q quelconque. Sachant 
que dans ce conducteur il y a n porteurs de charge par unite de volume, la puissance totale P 
mise en jeu dans le brin AB parcouru par un courant I est 

P = //M dV = ]dl ffnP^ dS=jdl JJnqE-7dS 

brin AB A sec don A sec Hon 

B __ B 

= J ff(nqv-dSjE-dl = JE-dlff\l-ds\ 

A sec tion A sec tion 

B 

= lfE-dl = l[V(A)-V(B)] 



c'est a dire 



P = UI 



ou U=V(A)-V(B)>0 puisque le courant s'ecoule de A vers B. Cette puissance est done la 
puissance electrique disponible entre A et B, du simple fait qu'il y circule un courant I. 

Suivant la nature du dipole place entre A et B (recepteur), l'energie electrique disponible sera 
convertie sous une forme ou une autre. Dans le cas simple ou entre A et B ne se trouve qu'une 
resistance R, la puissance disponible P ne sert qu'a faire chauffer la resistance puisque 
U = RI . Cela se traduit par une dissipation d'energie sous forme de chaleur, appelee effet 
Joule, et dont la puissance vaut 



Pj = Ri' 



Cette energie electrique peut etre egalement reconvertie en rayonnement (lampe), energie 
mecanique (moteur), chimique (bac a electrolyse) ou meme energie cinetique ordonnee (diode 
a vide). Toute chaleur degagee par le conducteur correspond a un gain d'energie d'agitation 
thermique : cela signifie que de l'energie cinetique a ete communiquee au cristal par les 
electrons de conduction. 
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V.2.3- Necessite d'une force electromotrice ou fem 



Si on applique le raisonnement precedent a un circuit ferme, c'est a dire si Ton regarde la 
puissance to tale fournie entre A et A par la force de Coulomb, on obtient 



P = l] Edl = l[V(A) - V(A)] = 



c'est a dire une puissance nulle ! Cela signifie qu'il ne peut y avoir de courant en regime 
permanent. Lorsque qu'il y a un courant, alors cela implique que la force de Coulomb n'est 
pas responsable du mouvement global des porteurs de charge dans un conducteur. 

Le courant dans un conducteur peut etre compris avec l'analogie de la riviere circulant dans 
son lit. Pour qu'il y ait un ecoulement, il faut que l'eau s'ecoule d'une region plus elevee vers 
une region plus basse (d'un potentiel gravitationnel plus haut vers un autre plus bas). Ainsi, le 
mouvement de l'eau d'un point eleve vers un point plus bas est bien du a la simple force de 
gravitation. Mais si Ton veut constituer un circuit ferme , alors il faut fournir de l'energie 
(grace a une pompe) pour amener l'eau a une plus grande hauteur, et le cycle peut alors 
effectivement recommencer. 

C'est exactement ce qui se passe dans un circuit electrique: une force autre que la force 
electro statique doit permettre aux porteurs de charge de remonter le potentiel. 

+ 



-> — h 



i 



O 




Le siege de la force responsable du courant dans un circuit est appele le generateur. 
Regardons done attentivement ce qui se passe a l'interieur d'un generateur, ou A correspond a 
la borne « - », B a la borne « + », le courant circulant done de B vers A a l'exterieur du 
generateur. En regime permanent, les charges ne s'accumulent en aucun point du circuit, il y a 
libre circulation des charges : cela implique done que les charges doivent traverser le 
generateur. Or, V(B)>V(A), ce qui signifie qu'il y a un champ electro statique E s dirige de B 
vers A a l'interieur du generateur. Quel que soit le signe des porteurs de charge responsables 
du courant, si celui-ci va de B vers A a l'exterieur, alors E s s'oppose au mouvement des 
charges a l'interieur. La seule facon d'obtenir un regime stationnaire avec un courant 
permanent I, c'est done d' avoir un champ supplementaire, appele champ electromoteur E m , 
superieur en norme et dirige en sens inverse de E s . 

Mettons maintenant le generateur en circuit ouvert (1=0). Le fait qu'une difference de 
potentiel (ddp) se maintienne entre ses bornes implique necessairement la presence d'une 
autre force compensant l'attraction coulombienne. Ainsi, la force totale s'exercant sur une 

charge q doit s'ecrire F = qyE s + E m ] et, a l'equilibre et en l'absence de courant, on doit done 

avoir E s + E m =0 . Cela signifie done que la ddp ou tension mesuree aux bornes d'un 
generateur ouvert vaut 

V A -V B =JX-dl = -JX-dl 
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ou, bien evidemment, V A - V B < . On appelle 



D 

e = S E m- dl 



(de facon un peu maladroite) la force electromotrice ou fern du generateur (e>0 est exprimee 
en Volts) . Dorenavant, on utilisera la notation E s pour le champ electro statique et E m pour le 

champ electromoteur . Nous verrons en magnetostatique un exemple de champ electromoteur. 

Puisque, a l'interieur du generateur, on a E s = -E m * en l'absence de courant, cela signifie 
qu'un generateur est un conducteur non-equipotentiel. 

A l'equilibre, mais en presence d'un courant I (generateur branche dans un circuit ferme), les 
porteurs de charge responsables de ce courant subissent une force supplementaire, due aux 
collisions se produisant a l'interieur du conducteur. Pour un generateur ideal, ces collisions 
sont negligeables et Ton obtient V A -V B =-e. En revanche, pour un generateur non ideal, de 
telles collisions se produisent et se traduisent par l'existence d'une resistance interne r. 
D'apres le modele de Drude, on a simplement 



f\E s+ E m -*;Ydi=o 



- r k — . B f — ► 

V A -V B + e = J —v • dl = J r\ j • dl = rl 

A q a 

C'est a dire une tension aux bornes du generateur V A - V B = rl - e . La resistance interne de 
celui-ci introduit une chute de tension, ce qui fait qu'il delivre une tension inferieure a celle 
donnee par sa fern. 

Les generateurs different selon la source d'energie utilisee et la methode de conversion de 
celle-ci en energie electrique (autrement dit, selon la nature de E m ). On peut ainsi produire de 
l'energie electrique a partir d'une pile (energie chimique), d'un generateur electrostatique 
(energie mecanique, ex machine de Van de Graaf), d'une dynamo (energie mecanique), d'une 
pile solaire (energie du rayonnement) ou d'un thermocouple (chaleur, c'est a dire energie 
cinetique desordonnee). 

Dans la suite, nous supposerons simplement l'existence d'une fern e dans un circuit, localisee 
dans un dipole appele generateur, sans preciser sa nature. 

Reprenons le calcul fait precedemment mais appliquons-le cette fois-ci a l'ensemble du 
circuit. Soit alors V le volume total occupe par le conducteur formant le circuit et F la force 
s'exercant sur les charges mobiles q et done responsable de leur mouvement. La puissance 
totale P qui doit etre fournie en regime permanent est alors 

P = $$$nP q dV= (J) dl ff nP q dS = § dl ff nF -v dS = $ Jjf (nqv-dS)!—^- 

V circuit sec tion circuit sec tion circuit sec tion H 

F-dl rr(~. -z\ , r F-dl 



■l^#s)-'lv-* 



ou 



= (^ —-dl= <$E m -dl 



56 



est la fern totale du circuit. L'integrale portant sur l'ensemble du circuit, la fern totale est done 
la somme des fern presentes le long du circuit. Si celles-ci sont localisees dans des dipoles, 
l'expression precedente devient 



-2- 



k 



ou les e k sont les valeurs algebriques des differentes fern : 

1 . e k >0 correspond a un generateur (production d'energie electrique) ; 

2. e k <0 correspond a un recepteur (consommation d'energie electrique). 

Un moteur convertit de l'energie electrique en energie mecanique et correspond done a un 
recepteur de fern negative : on dit egalement qu'il possede une force contre-electromotrice 
ou fcem. 



V.3- Lois regissant les circuits eiectriques 



V.3.1- Loi d'Ohm generalises 



A R ^ B 

-\ — > — aaa^ — 




I 

Considerons un brin AB d'un circuit electrique ferme, parcouru par un courant I, de resistance 
R et ayant une fern e. La loi d'Ohm generalised s'ecrit 



V A -V B = RI-e 



Remarques 

1. Cette expression n'est valable que lorsque le courant s'ecoule de A vers B. 

2. On peut reinterpreter la resistance R comme etant la resistance totale du brin AB (fil, 
resistance et resistance interne du generateur) et e comme la fern totale (somme algebrique 
de toutes les fern). 

3. L'effet Joule fait chuter le potentiel tandis que le generateur (e>0) remonte le potentiel. 

4. Si e<0, cela signifie que le dipole associe fait chuter le potentiel. On appelle alors e la 
force contre-electromotrice (fcem). Elle peut etre due soit a un moteur (recepteur pur) , 
soit a un generateur dont la polarite est opposee a celle du generateur principal, 
responsable du courant circulant entre A et B. 



V.3.2- Lois de conservation dans un circuit (lois de Kirchhoff) 

Les lois de l'electrocinetique, connues sous le nom de lois de Kirchhoff, sont en fait de 
simples lois de conservation. 

1. Conservation du courant (loi des noeuds) 

Soit un noeud quelconque du circuit sur lequel arrive un certain nombre de fils. Sur chacun de 
ces fils, circule un courant. En regime permanent, la conservation de la charge electrique se 
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traduit par la conservation du courant : en aucun point du circuit il ne peut y avoir 
accumulation (ou perte) de charges. Cela signifie done que l'ensemble des courants entrants 
compense exactement les courants sortants, 




/ 2 entrants / A si 



Ceci constitue la loi des nceuds ou 1' equation aux noeuds. 



Ii +1? + I4 = 1^ +h 



2. Conservation de Venergie (loi des mailles) 



Soit une maille d'un circuit constitute de n branches. L'equation aux branches pour la k-ieme 
branche s'ecrit 

U k =R k I k -e k 
ou R k , I k et e k sont respectivement la resistance totale, le courant et la fern contenues dans 
cette branche. La conservation de l'energie pour cette maille s'exprime par le fait que, partant 
du noeud 1 et revenant a ce noeud, on retrouve le meme potentiel, e'est a dire 
V x - VJ = V x - V 2 + ■ ■ ■ + V n - V l = U r + ■ ■ ■ + U n = . La loi des mailles (ou equation de maille) 
s'exprime tout simplement par 



2(R k h-e k ) = 



V.3.3- Resolution pratique des equations en electrocinetique 

En general, on cherche a calculer les courants I k qui circulent dans chacune des branches d'un 
circuit, etant donne ses resistances R k et ses generateurs (ou recepteurs, selon le sens de 
branchement) e k . Du fait des lois de conservation ci-dessus, un circuit comportant n branches 
n'a pas n courants I k independants les uns des autres. Le nombre reel d'inconnues est en fait 



M = B-N + l 



ou B est le nombre de branches du circuit et N le nombre de noeuds. Pour resoudre ce 
probleme on utilisera la methode suivante : 



1. Choisir M mailles independantes , e'est a dire ayant au moins une branche non partagee 
avec une autre maille. 

2. Sur chacune de ces mailles, definir un sens de parcours arbitraire pour le courant de 
maille I m . 

n 

3. Ecrire les M equations de maille V \R k I m - e k ) = , en suivant le sens de parcours choisi 
pour l m . Pour etre en accord avec la convention de la loi d'Ohm generalisee, le signe de 
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chaque fern qdoit dependre de la polarite rencontree en suivant le courant. Ainsi, si Ton 
rencontre la borne +, on met un signe + (R k I m +e k =0), tandis que si Ton rencontre la 
borne -, on met le signe - (R k I m -e k = 0). 

En suivant cette methode, on obtient M equations a M inconnues (les courants de maille). Si, 
apres calculs, un courant de maille est positif, cela signifie qu'il est effectivement dans le sens 
choisi initialement. 

On determine enfin les courants reels I k circulant dans chaque branche (courants de 
branches), en choisissant arbitrairement leur sens, puis en exprimant ceux-ci en fonction des 
M courants de maille I m . 

On pourra verifier que cette methode permet de satisfaire automatiquement la conservation du 
courant (loi des noeuds). 



Exemple : Le pont de Wheatstone 




C 



Le pont de Wheatstone possede M=6-4+l=3 mailles 
independantes. On choisit par exemple les 3 mailles 
suivantes : 

• ABDA, de courant de maille i x allant de A vers B. 

• BCDB, de courant de maille gallant de B vers C. 

• GADCG, de courant de maille i 3 allant de A vers C. 



En choisissant arbitrairement le sens des 6 courants de 
branche I k comme sur la figure, on obtient les relations 
suivantes : 

A = '3 *i = h~ h h = h ~ h 

m ~ h '5 = h *6 = h ~ h 

qui satisfont bien automatiquement la conservation du 
courant aux 4 noeuds 



II ne nous reste plus qu'a ecrire les 3 equations de maille (etape 3) pour calculer les 3 courants 
de maille, puis en deduire les courants reels I k circulant dans chaque branche. En utilisant 
cette methode, on se ramene a la resolution d'un systeme lineaire de 3 equations a 3 
inconnues, au lieu d'un systeme lineaire de 6 equations a 6 inconnues. . . 



V.3.3- Le theoreme de Thevenin 



Enonce : tout reseau lineaire compris entre deux bornes A et B, aussi complique soit-il, est 
equivalent a un generateur unique defem e et de resistance interne r telles que 

1 . e = E est la tension mesuree entre A et B a I 'aide d'un voltmetre ; 

2. r = R eq ,ou R eq est la resistance equivalente du reseau, obtenue enposant que toutes 

les fern etfcem sontnulles. 
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Reseau lineaire 
(complexe) 



A 



B 



U= Va-Vb > 



I 



La demonstration est assez simple. Considerons un reseau constitue de n fern algebriques e k . 
Si ce reseau est lineaire, c'est a dire si sa courbe caracteristique I=f(U) est une droite, alors on 
a 






fc-1 



ou les a k et b sont des constantes ne dependant que des resistances du circuit et qui sont done 

a determiner. 

Si Ton place un voltmetre parfait (resistance interne infinie) aux bornes du reseau, le courant I 

n 

est nul et on mesure une tension V A - V B = E , ce qui fournit y, a k e k +bE =0 c'est a dire 

I = b(U-E) 



k=\ 



-=>- 



I 



R, 



cq 



B 
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U 



B 



V A -V B = U = R eq I ex , 

text = " I 

Maintenant, si Ton pose e k = , c'est a dire si Ton rempla5ait tous les generateurs et tous les 
recepteurs par uniquement leurs resistances internes, alors E =0 : le reseau se ramene a une 
simple resistance equivalente. Celle-ci serait alors mesurable en tra§ant la courbe 
caracteristique I ext = f(U), ou le courant I ext serait produit grace a un generateur externe 
fournissant une tension U. En faisant attention au signe du courant, on obtiendrait 

l-M/~*L 

R eq 

ou le signe moins est du au fait que le courant est ici en sens inverse de celui produit par le 
reseau lui-meme (I = -I ext ). En rassemblant ces deux cas particuliers, on obtient que la 
tension aux bornes du reseau peut toujours s'ecrire 

V A -V B =E-R eq I 

Ceci acheve la demonstration du theoreme de Thevenin. 



